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CAPITULO 1
Historia e
Mitologia

Para compreender o significado filoséfico da teoria dos conjuntos,
ajuda ter alguma ideia de por que ela surgiu. Para isso, ajuda pen-
sar um pouco na histéria e na mitologia da matematica. Assim,
antes mesmo de comecarmos a discutir a teoria dos conjuntos,
comecaremos com uma “histéria” muito breve. Mas a colocamos
entre aspas, porque é muito breve, extremamente seletiva e algo
contestavel.

1.1 Infinitesimais e Diferenciacgao

Newton e Leibniz descobriram o calculo (independentemente)
no fim do século XVII. Uma aplicacdo particularmente impor-
tante do calculo era a diferenciagio. Grosso modo, a diferenciacao
pretende dar uma nogao da “taxa de varia¢ao”, ou gradiente, de
uma func¢do num ponto.

Eis uma forma vivida de ilustrar a ideia. Considere a fungao
f(x) = #*/4 + 1/2, representada a preto abaixo:
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Suponhamos que queremos encontrar o gradiente da funcao em
¢ = 1/2. Comegamos por desenhar um triangulo cuja hipotenusa
aproxima o gradiente nesse ponto, talvez o tridngulo vermelho
acima. Quando $ é o comprimento da base do nosso triangulo,
a sua altura é f(1/2 + B8) — f(1/2), de modo que o gradiente da
hipotenusa é:

[+ B) - f(f2)

3 .

Assim, o gradiente do nosso tridngulo vermelho, com base de
comprimento 3, é exatamente 1. A hipotenusa de um tridngulo
menor, o tridngulo azul com base de comprimento 2, d4 uma
melhor aproximacao; o seu gradiente é 3/4+. Um tridngulo ainda
menor, o verde com base de comprimento 1, d4 uma aproxima-
¢ao ainda melhor, com gradiente 1/2.

Triangulos cada vez menores dao-nos aproximagoes cada vez
melhores. Por isso poderiamos dizer algo deste género: a hipo-
tenusa de um tridngulo com comprimento de base infinitesimal
nos da o proprio gradiente em ¢ = 1/2. Deste modo, obteriamos
uma férmula para a (primeira) derivada da fun¢ao f no ponto

; Fle+B) - f(o)
B

f(e) =

onde S ¢é infinitesimal.
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E, grosso modo, foi isto que Newton e Leibniz disseram.

Contudo, uma vez que o disseram, devemos perguntarlhes:
o que é um infinitesimal? Surge um dilema sério. Se 8 = 0, entdo
f’ fica mal definida, pois envolve dividir por 0. Mas se 8 > 0,
obtemos apenas uma aproximacdo ao gradiente, e nao o préprio
gradiente.

Esta ndo é uma preocupacdo anacronica. Eis Berkeley, a cri-
ticar os seguidores de Newton:

Admito que os signos possam ser feitos para deno-
tar qualquer coisa ou nada: e consequentemente que,
na notacdo original ¢ + §, B poderia ter significado
um incremento ou nada. Mas entao, seja qual for o
significado atribuido a S, é preciso argumentar de
modo consistente com essa significagao, e nao proce-
der com duplo sentido: o que seria um sofismo mani-
festo. (Berkeley 1734, §XIII, variaveis alteradas para
coincidir com o texto precedente)

Para defender o calculo infinitesimal face a Berkeley, poderse-
ia responder que a linguagem dos “infinitesimais” é meramente
figurada. Poderse-ia dizer que, desde que tomemos um trian-
gulo bem pequeno, obteremos uma aproximacao suficientemente boa
a tangente. Berkeley tinha também uma resposta para isto: em-
bora isso pudesse bastar para a engenharia, minava o estatuto da
matematica, pois

dizem-nos que in rebus mathematicis errores quam mi-
nimi non sunt contemnendi. [No caso da matematica,
os menores erros nao devem ser desprezados.] (Ber-

keley, 1734, §IX)

A passagem em italico é uma citacdo quase literal do proprio
Newton na Quadrature of Curves (1704).

As objecoes filosoficas de Berkeley sao profundamente inci-
sivas. Nao obstante, o calculo foi uma empresa enormemente
bem-sucedida, e os matematicos continuaram a usa-lo sem incor-
rer em erro.
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1.2 Defini¢do Rigorosa de Limites

Hoje em dia, a solu¢do padrdo ao problema anterior é livrar-se
dos infinitesimais. Eis como.

Ja vimos que, a medida que g fica menor, obtemos melhores
aproximacoes do gradiente. De fato, a medida que 8 se aproxima
arbitrariamente de 0, o valor de f’(¢) “tende sem limite” para
o gradiente que queremos. Assim, em vez de considerar o que
acontece em 8 = 0, precisamos apenas considerar a tendéncia de
f’(¢) quando B se aproxima de 0.

Posto deste modo, o desafio geral é dar sentido a afirmacdes
desta forma:

A medida que x se aproxima de ¢, g(x) tende sem limite para .
que podemos escrever de forma mais compacta assim:

li ={.

lim ¢(x)

No século XIX, sobre trabalho anterior de Cauchy, Weierstrass
deu uma definicdo perfeitamente rigorosa desta expressio. A
ideia é, de fato, que podemos tornar g(x) tdo préxima quanto
queiramos de ¢, tornando x adequadamente proximo de ¢. Mais
precisamente, estipulamos que lim,_,, g(x) = ¢ significara:

(Ve > 0)(36 > 0)Vx (|x —c| <5 > |g(x) -] < &).

As barras verticais indicam aqui valor absoluto. Isto é, |x| = x
quando x > 0, e |x| = —x quando x < 0; pode representar-se essa
funcao como se segue:

x|
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A defini¢ao diz portanto, grosso modo, o seguinte: pode tornar
o seu “erro” inferior a & (isto é, |g(x) — £| < &) escolhendo argu-
mentos que distem no maximo J de ¢ (isto é, [x — ¢| < 9).

Tendo definido a nogao de limite, podemos usé-la para evitar
por completo os infinitesimais, estipulando que o gradiente de f
em ¢ é dado por:

v e (fletx)=f(c)
o=t

) quando um limite existe.

E importante, no entanto, compreender por que a nossa defi-
nicdo precisa da ressalva “quando um limite existe”. Para um
exemplo simples, considere f(x) = |x|, cujo grafico acabamos de
ver. Evidentemente, f(0) esta mal definida: se nos aproximamos
de 0 “pela direita”, o gradiente é sempre 1; se nos aproximamos
“pela esquerda”, o gradiente é sempre —1; logo o limite nao esta
definido. Como tal, podemos acrescentar que uma funcao f é
diferencidvel em x se e s6 se tal limite existe.

Ja vimos como tratar a diferenciacdo usando a nocao de /i-
mite. Podemos usar a mesma nocao para definir a ideia de funcao
continua. (Bolzano tinha, com efeito, percebido isto ja por 1817.)
O tratamento Cauchy—Weierstrass da continuidade é o seguinte.
Grosso modo: uma funcdo f é continua (num ponto) desde que,
ao exigir um certo grau de precisao relativamente a saida da fun-
cdo, se possa garantir essa precisao insistindo num certo grau de
precisao relativamente a entrada da fun¢do. Mais precisamente:
f €é continua em ¢ desde que, a medida que x tende para zero, a
diferenca entre f (¢ + x) e f(c) tenda para 0. De outro modo: f
€ continua em ¢ se e s6 se f(c¢) = lim,_,, f(x).

Ir mais longe levarnos-ia apenas para a analise real, quando
0 nosso tema ¢é a teoria dos conjuntos. Por isso, agora devemos
fazer uma pausa e enunciar a moral. Durante o século XIX, os
matematicos aprenderam a passar sem infinitesimais, invocando
uma nogao rigorosamente definida de limite.
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1.3 Patologias

Contudo, a defini¢do de um /imite acabou por permitir constru-
¢oes bastante “patolégicas”.

Por volta da década de 1830, Bolzano descobriu uma funcao
que era continua em todo o lado, mas ndo diferencidvel em parte ne-
nhuma. (Infelizmente, Bolzano nunca publicou isto; a ideia foi
pela primeira vez encontrada pelos matematicos em 1872, gra-
cas a descoberta independente de Weierstrass da mesma ideia.)"
Isto era, no minimo, bastante surpreendente. E facil encontrar
funcoes, como |x|, que sdo continuas em todo o lado mas nao
diferenciaveis num dado ponto. Mas uma func¢io continua em
todo o lado e nao diferencidvel em parte nenhuma é uma criatura
muito diferente. Considere, por um momento, como tentaria de-
senhar tal func¢do. Para garantir que é continua, deve consegui-la
desenhar sem nunca levantar a caneta da pagina; mas para ga-
rantir que nao é diferenciavel em nenhum ponto, teria de mudar
abruptamente a direcdo da caneta, constantemente.

Seguiram-se mais “patologias”. A 5 de janeiro de 1874, Can-
tor escreveu uma carta a Dedekind, colocando o problema:

Podera uma superficie (digamos um quadrado inclu-
indo o seu contorno) estar correlacionada biunivoca-
mente com uma linha (digamos uma reta incluindo
as extremidades) de modo que a cada ponto da su-
perficie corresponda um ponto da linha e, reciproca-
mente, a cada ponto da linha corresponda um ponto
da superficie?

Ainda me parece, de momento, que a resposta a esta
questdo é muito dificil—embora aqui também se es-
teja tao impelido a dizer ndo que se queira considerar
quase supérflua a prova. [Citado em Gouvéa 2011]

Mas, em 1877, Cantor provou que estivera errado. De fato, uma
linha e um quadrado tém exatamente o mesmo ntimero de pon-
tos. Escreveu a 29 de junho de 1877 a Dedekind “je le vois, mais

A histéria esta documentada em notas de rodapé extremamente minuci-
osas do artigo da Wikipédia sobre a funcao de Weierstrass.


http://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function
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Jje ne le crois pas”; isto €, “eu vejo, mas nao acredito”. Na “historia
recebida” da matematica, isto é frequentemente tomado como in-
dicador de quao literalmente incriveis eram estes novos resultados
para os matematicos da época. (A correspondéncia é apresen-
tada em Gouvéa (2011), e voltaremos a ela em Secdo 1.4. A

prova de Cantor esta esbocada em Secdo j5.10.)

Inspirado pelo resultado de Cantor, Peano comecou a consi-
derar se seria possivel mapear suavemente uma linha sobre um
plano. Isto seria uma curva que preenche o espago. Em 18go, Peano
construiu precisamente tal curva. Isto é verdadeiramente con-
traintuitivo: Euclides tinha definido uma linha como “compri-
mento sem largura” (Livro I, Defini¢cao 2), mas Peano mostrara
que, enrolando adequadamente uma linha, o seu comprimento
pode transformar-se em largura. Em 1891, Hilbert descreveu uma
curva preenchedora de espaco ligeiramente mais intuitiva, junta-
mente com algumas figuras que a ilustram. A curva é construida
em sequéncia, e eis as primeiras seis fases da construcao:

No limite—uma nocdo que, entretanto, recebera definicao
rigorosa—todo o quadrado fica inteiramente preenchido na cor
vermelho. E, de passagem, a curva de Hilbert é continua em todo
o lado mas nao diferenciavel em parte nenhuma; intuitivamente
porque, no limite infinito, a fun¢do muda abruptamente de dire-
cao a cada instante. (Esbocaremos a construcao de Hilbert com
mais pormenor na Se¢ao 5.11.)
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Para o bem ou para o mal, estas construcoes geométricas “pa-
tolégicas” foram tratadas como motivo para duvidar de apelos
a intuicdo geométrica. Tornaram-se algo proximo de propaganda
por uma nova forma de fazer matematica, que culminaria na teo-
ria dos conjuntos. Na constru¢ao posterior do mito em torno do
assunto, repetia-se, frequentemente, que estes resultados eram ao
mesmo tempo perfeitamente rigorosos e perfeitamente chocan-
tes. Serviam portanto um duplo propésito: como aviso contra
confiar na intuicdo geométrica, e como uma demonstragcio da
fertilidade de novas formas de pensar.

1.4 Mais Mito do que Histéria?

Com mais de um século de perspectiva, ao olhar para estes acon-
tecimentos, devemos ter cuidado para ndo tomar estes veredictos
por adquiridos. Os resultados eram certamente novos, entusias-
mantes e surpreendentes. Mas quao verdadeiramente chocantes
eram? E demonstraram realmente que nido devemos confiar na
intuicdo geométrica?

Quanto ao choque, Gouvéa (2011) observa que a célebre nota
de Cantor a Dedekind, “je le vois, mais je ne le crois pas” é tirada
um tanto fora de contexto. Eis mais desse contexto (citado de
Gouvéa):

Peco desculpa pelo meu zelo pelo assunto se lhe faco
tantas exigéncias a sua bondade e paciéncia; as co-
municacdes que ultimamente lhe enviei sio mesmo
para mim tao inesperadas, tdo novas, que nao posso
ter paz de espirito até obter de si, amigo honrado,
uma decisdo sobre a sua correc¢do. Enquanto nao
concordar comigo, s6 posso dizer: je le vois, mais je ne
le crois pas.

Cantor sabia que o seu resultado era “tao inesperado, tao novo”.
Mas é duvidoso que alguma vez achasse o seu resultado inacre-
ditdvel. Como Gouvéa observa, estava simplesmente a pedir a
Dedekind que verificasse a prova que oferecera.
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Quanto a intuicdo geométrica: Peano publicou a sua curva
preenchedora de espago sem incluir quaisquer diagramas. Mas
quando Hilbert publicou a sua curva, explicou o seu propésito:
daria aos leitores um modo claro de compreender o resultado de
Peano, se “se servirem da seguinte intuicdo geométrica”; apés o
que incluiu uma série de diagramas tal como os fornecidos em
Secao 1.3.

De modo mais geral: embora os diagramas tenham caido um
tanto em desuso nas provas publicadas, ndo ha como escapar
ao fato de que os matematicos com frequéncia usam diagramas
ao provar resultados. (Grosso modo: bons matematicos sabem
quando podem confiar na intui¢do geométrica.)

Em suma: ndo acredite na exalta¢do; ou, pelo menos, niao a
aceite por adquirido. Para mais sobre isto, pode ler Giaquinto
(2007).

1.5 Roteiro

Parte da licao da seccdo anterior é que a histéria da matematica
foi em grande medida escrita pelos vencedores. Tinham macha-
dos para afiar; machados filoséficos e matematicos. O estudo sé-
rio da histéria da matematica é seriamente dificil (e gratificante),
e a Coruja de Minerva s6 levanta voo ao creptsculo.

Apesar disso, é incontestavel que os resultados “patologicos”
envolveram o desenvolvimento de novas ferramentas matemati-
cas fascinantes e uma reconsideragao dos padrdes de rigor mate-
matico. Por exemplo, exigiram pensar o continuo (a “reta real”)
de determinado modo, e pensar as fun¢des como mapas ponto
a ponto. E, no fim, o desenvolvimento completo de todas es-
sas ferramentas exigiu o desenvolvimento rigoroso da teoria dos
conjuntos. O restante deste livro explicara algo desse desenvol-
vimento.

Parte II apresentara uma versao da teoria ingénua dos con-
juntos, facilmente suficiente para desenvolver toda a matematica
acabada de descrever. Isto levara algum tempo. Mas, ao fim de
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Parte II, estaremos em condi¢des de compreender como tratar
nameros reais como certos conjuntos, e como tratar funcoes so-
bre eles—incluindo curvas preenchedoras de espaco—como ou-
tros conjuntos.

Mas a ingenuidade dessa teoria dos conjuntos emergira na
Parte III, quando encontrarmos paradoxos da teoria dos con-
juntos e a necessidade sentida de descrever as coisas com muito
mais precisdo. Nesse ponto, precisaremos desenvolver um trata-
mento axiomatico dos conjuntos, com o qual possamos recuperar
todos os nossos resultados ingénuos, evitando (esperemos) para-
doxos. (A Coruja do rigor matematico também sé levanta voo
ao crepusculo.)



PARTE Il

1eoria
Ingénua dos
Conjuntos
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Introdugdo a Parte II

Na Parte II, consideraremos os conjuntos de forma ingénua e
informal. Capitulo 2 apresentara a ideia basica, a de que os con-
juntos sao cole¢oes consideradas extensionalmente, e introduzira
algumas operacdes muito elementares. Em seguida, Capitulos 3
a 4 explicardo como a teoria dos conjuntos nos permite falar de
relacoes e, portanto, de fungoes.

Capitulos 5 a 7 tratardo entdo de algumas das primeiras re-
alizacdes da teoria ingénua dos conjuntos. Em Capitulo 5, ex-
ploramos como comparar conjuntos quanto ao seu tamanho. No
Capitulo 6, exploramos como se podem reduzir os inteiros, os
racionais e os reais a teoria dos conjuntos juntamente com arit-
mética elementar. No Capitulo 7, consideramos como se pode
implementar aritmética elementar no seio da teoria dos conjun-
tos.

Repetindo, tudo isto sera feito de forma ingénua. Mas tudo
o que fizermos na Parte II pode ser feito com rigor perfeito, na
teoria formal dos conjuntos que introduzimos na Parte IIIL.



CAPITULO 2

Comecando

2.1 Extensionalidade

Um conjunto é uma colecdo de objetos, considerada como um
unico objeto. Os objetos que compdem o conjunto chamam-se
elementos ou membros do conjunto. Se x é um membro de um
conjunto 4, escrevemos x € 4; caso contrario, escrevemos x ¢ 4.
O conjunto que ndo tem membros chama-se o conjunto vazio e
denota-se “0”.

Nao importa como especificamos o conjunto, ou como ordena-
mos os seus membros, ou mesmo quantas vezes contamos os seus
membros. Sé importa quais sdo os seus membros. Codificamos
isto no principio seguinte.

Definicdao 2.1 (Extensionalidade). Se 4 e B sao conjuntos, en-
tao A = B se e s6 se todo membro de 4 é também um membro
de B, e vice-versa.

A extensionalidade autoriza certa nota¢ao. Em geral, quando
temos objetos ay, ..., a,, entdo {ay,...,a,} é o conjunto cujos
membros sdo ay,. . .,a,. Enfatizamos a palavra “0”, pois a exten-
sionalidade nos diz que s6 pode haver um tal conjunto. De fato,
a extensionalidade também autoriza o seguinte:

{a,a,b} = {a,b} = {b,a}.

14
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Isto traduz a ideia de que, quando consideramos conjuntos, nao
nos importa a ordem dos seus membros, nem quantas vezes sao
especificados.

Exemplo 2.2. Sempre que temos varios objetos, podemos reuni-
los num conjunto. O conjunto dos irmaos de Richard, por exem-
plo, é um conjunto que contém uma pessoa, e podemos escrevé-
lo como § = {Ruth}. O conjunto dos inteiros positivos menores
que 4 é {1,2,3}, mas também se pode escrever como {3,2,1} ou
mesmo como {1,2,1,2,3}. Sao todos o mesmo conjunto, pela
extensionalidade. De fato, todo membro de {1,2,3} é também
um membro de {3,2,1} (e de {1,2,1,2,3}), e vice-versa.

Com frequéncia especificaremos um conjunto por alguma
propriedade que os seus membros compartilham. Usaremos a
seguinte nota¢ao abreviada para isso: {x : ¢(x)}, onde ¢(x) re-
presenta a propriedade que x tem de satisfazer para ser contado
entre os membros do conjunto.

Exemplo 2.3. No nosso exemplo, também poderiamos ter espe-
cificado § como

S ={x: x é irmao de Richard}.

Exemplo 2.4. Diz-se que um numero € perfeito se e so se for
igual a soma dos seus divisores préprios (isto é, nimeros que o
dividem sem resto mas nao sdo iguais ao proprio numero). Por
exemplo, 6 é perfeito porque os seus divisores préprios sao 1, 2,
e 3,e 6 =1+2+3. De fato, 6 é o tnico inteiro positivo menor que
10 que é perfeito. Assim, usando a extensionalidade, podemos
dizer:
{6} = {x : x é perfeito e 0 < x <10}

Lemos a notacao a direita como “o conjunto dos x tais que x é
perfeito e 0 < x < 10”. A identidade aqui confirma que, quando
consideramos conjuntos, ndo nos importa como sio especifica-
dos. E, mais em geral, a extensionalidade garante que ha sempre
apenas um conjunto dos x tais que ¢(x). Logo, a extensionali-
dade justifica chamar a {x : ¢(x)} o conjunto dos x tais que ¢(x).
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A extensionalidade nos d4 um modo de mostrar que conjun-
tos sdo idénticos: para mostrar que 4 = B, mostre que sempre
que x € A entdo também x € B, e sempre que y € B entdo
também y € A.

2.2 Subconjuntos e conjuntos poténcia

Com frequéncia quereremos comparar conjuntos. E um tipo 6b-
vio de comparacdo que se pode fazer é o seguinte: tudo o que estd
num conjunto estd também no outro. Esta situacao € suficientemente
importante para introduzirmos nova notagao.

Definic¢dao 2.5 (Subconjunto). Se todo membro de um conjunto
4 é também um membro de B, entdo dizemos que 4 é um sub-
conjunto de B, e escrevemos A C B. Se A nio é subconjunto de B,
escrevemos A £ B. Se A C B mas A # B, escrevemos A C B e
dizemos que A é um subconjunto priprio de B.

Exemplo 2.6. Todo conjunto é subconjunto de si proprio, e 0 é
subconjunto de todo conjunto. O conjunto dos niimeros naturais
pares é subconjunto do conjunto dos nimeros naturais. Também
{a,b} € {a,b,c}. Mas {a,b,e} nao é subconjunto de {a,b,c}.

Exemplo 2.7. O nimero 2 é um membro do conjunto dos intei-
ros, ao passo que o conjunto dos nimeros pares é subconjunto
do conjunto dos inteiros. Contudo, um conjunto pode tanto ser
um membro quanto subconjunto de algum outro conjunto, por

exemplo, {0} € {0,{0}} e também {0} € {0,{0}}.

A extensionalidade da um critério de identidade para conjun-
tos: 4 = B se e s6 se todo membro de 4 é também um membro
de B e vice-versa. A defini¢ao de “subconjunto” define 4 C B pre-
cisamente como a primeira metade deste critério: todo membro
de 4 é também um membro de B. Claro que a defini¢ao tam-
bém se aplica se trocarmos A4 e B: isto é, B C A4 se e s6 se todo
membro de B é também um membro de 4. E isso, por sua vez, é
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exatamente a parte “vice-versa” da extensionalidade. Em outras
palavras, a extensionalidade implica que conjuntos sdo iguais se
e sO se sdo subconjuntos um do outro.

Proposicao 2.8. A=Bsecesise AC BeB C A.

Agora é também boa ocasido para introduzir mais alguma
notacdo 1util. Ao definir quando 4 é subconjunto de B dissemos
que “todo membro de 4 é ...,” e preenchemos os “...” com
“um membro de B”. Mas esta é uma forma tio comum de ex-

pressao que convém introduzir nota¢ao formal para ela.

Definicao 2.9. (Vx € A)yp abrevia Vx(x € 4 — ¢). Do mesmo
modo, (Ix € A)p abrevia Ix(x € A A ).

Com esta notacao, podemos dizer que 4 C B se e s6 se (Vx €
A)x € B.

Passamos agora a considerar um certo tipo de conjunto: o
conjunto de todos os subconjuntos de um dado conjunto.

Defini¢ao 2.10 (Conjunto poténcia). O conjunto constituido
por todos os subconjuntos de um conjunto A chama-se o conjunto
poténcia de A, e denota-se p(A4).

o(4) = {B:BC A)

Exemplo 2.11. Quais sdo todos os subconjuntos possiveis de
{a,b,¢c}? Sao: 0, {a}, {b}, {¢}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,¢c}. O

conjunto de todos estes subconjuntos é p({a,b,c}):

p({a,b,c}) = {0.{a},{b}.{c}.{a,b},{b,c}.{a,c}.{a,b,c}}

2.3 Alguns Conjuntos Importantes

Exemplo 2.12. Trabalharemos sobretudo com conjuntos cujos
membros sdo objetos matematicos. Quatro desses conjuntos sdao
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tdo importantes que tém nomes especificos:

N=1{0,1,2,3,...}
o conjunto dos numeros naturais
Z=A...,-2,-1,0,1,2,.. .}
o conjunto dos numeros inteiros
Q={m/u:mmneZen+0}
o conjunto dos numeros racionais
R = (~o0,00)

o conjunto dos nimeros reais (o continuo)

Sao todos conjuntos infinitos, isto é, cada um tem infinitos mem-
bros.

A medida que percorremos estes conjuntos, vamos acrescen-
tando mais nimeros ao nosso repertorio. De fato, deve ficar claro
que N € Z € Q C R: afinal, todo nimero natural é um inteiro;
todo inteiro € racional; e todo racional é real. Igualmente, deve
ficar claro que N € Z ¢ Q, pois —1 € inteiro mas nao natural, e
1/9 é racional mas ndo inteiro. E menos 6bvio que Q ¢ R, isto é,
que ha nimeros reais que nao sdo racionais.

Também usaremos por vezes o conjunto dos inteiros positi-
vos Z* = {1,2,3,...} e o conjunto que contém apenas os dois
primeiros naturais B = {0,1}.

Exemplo 2.13 (Cadeias). Outro exemplo interessante é o con-
junto A* das cadeias finitas sobre um alfabeto 4: qualquer sequén-
cia finita de elementos de 4 é uma cadeia sobre 4. Incluimos a
cadeia vazia A entre as cadeias sobre 4, para todo alfabeto 4. Por
exemplo,

B* = {A,0,1,00,01,10,11,
000,001,010,011,100,101,110,111,0000,. . .}.
Se x = x1...x, € A* é uma cadeia constituida por n “letras” de

A, entdo dizemos que o comprimento da cadeia é n e escrevemos
len(x) = n.
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Exemplo 2.14 (Sequéncias infinitas). Para qualquer conjunto
A podemos também considerar o conjunto A“ das sequéncias
infinitas de membros de 4. Uma sequéncia infinita ajagazay ...
consiste numa lista infinita numa sé direcao de objetos, cada um
dos quais € um membro de A.

2.4 Unides e Intersecdes

Na Secao 2.1, introduzimos defini¢des de conjuntos por abstra-
cdo, isto é, definicbes da forma {x : ¢(x)}. Aqui invocamos al-
guma propriedade ¢, e essa propriedade pode mencionar conjun-
tos que ja definimos. Assim, por exemplo, se 4 e B sdo conjuntos,
o conjunto {x : x € AV x € B} consiste em todos aqueles objetos
que sao membros de 4 ou de B, isto é, é o conjunto que retne os
membros de 4 e B. Podemos visualizar isto como na Figura 2.1,
onde a area realcada indica os membros dos dois conjuntos 4
e B juntos.

Figura 2.7: A unidao AU B de dois conjuntos é o conjunto dos membros de 4
juntamente com os de B.

Esta operacao sobre conjuntos—combina-los—é muito util e
comum, e por isso damos-lhe um nome formal e um simbolo.

Definicao 2.15 (Unido). A unido de dois conjuntos 4 e B, es-
crita AU B, é o conjunto de todas as coisas que sio membros de
A, de B, ou de ambos.

AUB={x:x€ AV x € B}
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Exemplo 2.16. Como a multiplicidade de membros nao im-
porta, a unido de dois conjuntos que tém um membro em
comum contém esse membro apenas uma vez, por exemplo,
{a,b,c} U{a,0,1} = {a,b,c,0,1}.

A unido de um conjunto com um dos seus subconjuntos €é
simplesmente o conjunto maior: {a,b,c} U {a} = {a,b,c}.

A unido de um conjunto com o conjunto vazio é idéntica ao
conjunto: {a,b,c} U0 = {a,b,c}.

Também podemos considerar uma operac¢ao “dual” a unido.
E a operagdo que forma o conjunto de todos os membros que
sao membros de 4 e sdo também membros de B. Esta operagao
chama-se interse¢do, e pode representar-se como na Figura 2.2.

Figura 2.2: A interse¢ao AN B de dois conjuntos é o conjunto dos membros que
tém em comum.

Definigao 2.17 (Interse¢do). A interse¢do de dois conjuntos 4 e
B, escrita AN B, é o conjunto de todas as coisas que sio membros
de ambos 4 e B.

ANB={x:x€ ANx € B}

Dois conjuntos dizem-se disjuntos se a sua interse¢ao € vazia. Isso
significa que ndo tém membros em comum.

Exemplo 2.18. Se dois conjuntos ndo tém membros em comum,
a sua intersecdo é vazia: {a,b,c} N {0,1} = 0.

Se dois conjuntos tém membros em comum, a sua intersecao
€ o conjunto de todos esses membros: {a,b,¢} N{a,b,d} = {a,b}.



CAPITULO 2. COMEGANDO 21

A intersecdo de um conjunto com um dos seus subconjuntos
é simplesmente o conjunto menor: {a,b,c¢} N {a,b} = {a,b}.

A intersecdo de qualquer conjunto com o conjunto vazio é
vazia: {a,b,c} N0 = 0.

Também podemos formar a unido ou a interse¢ao de mais de
dois conjuntos. Uma forma elegante de tratar disso em geral é a
seguinte: suponhamos que reunimos num unico conjunto todos
os conjuntos dos quais queremos formar a unido (ou a interse-
¢do). Entdo podemos definir a unido de todos os nossos conjun-
tos originais como o conjunto de todos os objetos que pertencem
a pelo menos um membro desse conjunto, e a intersecio como
o conjunto de todos os objetos que pertencem a todo membro
desse conjunto.

Definic¢dao 2.19. Se 4 é um conjunto de conjuntos, entdo (J 4 é
o conjunto dos membros dos membros de A4:
UA = {x : x pertence a um membro de 4}, isto é,

= {x : existe um B € 4 tal que x € B}

Defini¢ao 2.20. Se 4 é um conjunto de conjuntos, entdo (4
é o conjunto dos objetos que todos os elementos de 4 tém em
comum:

ﬂA = {x : x pertence a todo membro de A4}, isto &,
= {x : para todo B € 4,x € B}

Exemplo 2.21. Suponha 4 = {{a,b},{a.d,e},{a,d}}. Entao
UAd={a,b,d,e} e VA= {a}.

Também poderiamos fazer o mesmo para uma sequéncia de
conjuntos Ap, Ao, ...

UAi = {x : x pertence a um dos 4}
i
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ﬂAi = {x : x pertence a todos os 4;}.

i

Quando temos um indice de conjuntos, isto é, algum conjunto
I tal que consideramos A4; para cada ¢ € /, podemos também
usar estas abreviaturas:

di=| Ji:ieny

iel
(di=({Aizi e}

iel

Finalmente, podemos querer pensar no conjunto de todos os
membros em 4 que nao estdo em B. Podemos representa-lo como
na Figura 2.3.

Figura 2.3: A diferenca 4\ B de dois conjuntos é o conjunto dos membros de 4
que nao sao também membros de B.

Defini¢ao 2.22 (Diferenca). A diferen¢a de conjuntos 4\ B é o
conjunto de todos os membros de 4 que ndo sio também mem-
bros de B, isto é,

A\B={x:x€ Aex ¢ B}.

2.5 Pares, Tuplas, Produtos Cartesianos

Da extensionalidade segue-se que os conjuntos ndo tém ordem
entre os seus elementos. Por isso, se queremos representar or-
dem, usamos pares ordenados (x,y). Num par nao ordenado {x,y},
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a ordem ndo importa: {x,y} = {y,x}. Num par ordenado, im-
porta: se x # y, entdo (x,y) # (,x).

Como devemos pensar os pares ordenados na teoria dos con-
juntos? O essencial é preservar a ideia de que pares ordenados
sdo idénticos se e s6 se compartilham o mesmo primeiro ele-
mento e o mesmo segundo elemento, isto é:

(a,b) = {(c,d)seesOsea=ceb=d.

Podemos definir pares ordenados na teoria dos conjuntos usando
a definicio de Wiener—Kuratowski.

Defini¢ao 2.23 (Par ordenado). (a,b) = {{a},{a,b}}.

Tendo fixado uma definicao de par ordenado, podemos usa-
la para definir outros conjuntos. Por exemplo, por vezes quere-
mos sequéncias ordenadas de mais de dois objetos, p.ex., tri-
plos (x,y,z), quddruplos (x,y,z,u), e assim por diante. Pode-
mos pensar nos triplos como pares ordenados especiais, em que
o primeiro elemento é ele préprio um par ordenado: (x,y,z)
é ((x,9),z). O mesmo vale para quadruplos: (x,y,z,u) é
(({x,9),2),u), e assim por diante. Em geral, falamos de n-tuplas
ordenadas {x1,...,%y).

Certos conjuntos de pares ordenados, ou outras n-tuplas or-
denadas, serido uteis.

Defini¢ao 2.24 (Produto cartesiano). Dados conjuntos 4 e B,
o seu produto cartesiano A X B é definido por

AXB={(x,9):x€ Aeyec B}.

Exemplo 2.25. Se 4 = {0,1}, e B = {1,a,b}, entdo o seu pro-
duto é

Ax B ={(0,1),(0,a),(0,b),(1,1),(1,a),(1,5) }.
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Exemplo 2.26. Se 4 é um conjunto, o produto de A consigo
préprio, A X A, também se escreve A%, E o conjunto de fodos os
pares (x,y) com x,y € A. O conjunto de todos os triplos (x,y,z)
é A3, e assim por diante. Podemos dar uma definigdo recursiva:

At =4
A = 4F x4

Proposicao 2.27. Se A tem n membros ¢ B tem m membros, entdo
AX B tem n - m elementos.

Prova. Para todo membro x em A, ha m membros da forma
(x,9) € Ax B. Seja B, = {{(x,9) : y € B}. Como sempre
que x1 # X9, (x1,y) # (x2,y), tem-se By, N By, = 0. Mas se
A = {x1,...,x,}, entdo A X B = B,, U--- U B, , e portanto tem
n - m membros.

Para visualizar isto, dispomos os membros de 4 X B numa

grade:

By, = {(x1.p1) (%1920 -0 (x1ym)}

By, = {{xe,91) (x2,99) ... (x0,ym)}

By, = {<xn’_y1> <xn,)’2> .- <xn,)’m>}
Como os x; sdo todos distintos, e os y; sdo todos distintos, quais-
quer dois pares nesta grade sdo distintos, e ha n - m deles. o

Exemplo 2.28. Se 4 é um conjunto, uma palavra sobre A é qual-
quer sequéncia de membros de 4. Uma sequéncia pode ser
vista como uma n-tupla de membros de 4. Por exemplo, se
A = {a,b,c}, entdo a sequéncia “bac” pode ser vista como o
triplo (b,a,c). Palavras, isto é, sequéncias de simbolos, sao de
importancia crucial na ciéncia da computacdo. Por convencao,
contamos os membros de 4 como sequéncias de comprimento 1,
e 0 como a sequéncia de comprimento 0. O conjunto de fodas as
palavras sobre 4 é entao

A ={0udududu...
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2.0 Paradoxo de Russell

A extensionalidade autoriza a notacao {x : ¢(x)}, para o conjunto
dos x tais que ¢(x). Contudo, tudo o que a extensionalidade real-
mente autoriza é o seguinte pensamento. Se ha um conjunto cujos
membros sdo exatamente os que satisfazem ¢, entdo ha apenas
um tal conjunto. Dito de outro modo: fixada alguma ¢, o con-
junto {x : ¢(x)} € unico, se existir.

Mas este condicional é importante! Crucialmente, nem toda
propriedade se presta a compreensdo. Isto é, algumas propriedades
ndo definem conjuntos. Se todas definissem, cairiamos em con-
tradicoes flagrantes. O exemplo mais famoso disso é o Paradoxo
de Russell.

Os conjuntos podem ser membros de outros conjuntos—por
exemplo, o conjunto poténcia de um conjunto 4 é constituido
por conjuntos. Por isso faz sentido perguntar ou investigar se
um conjunto é um membro de outro conjunto. Pode um conjunto
ser membro de si proprio? Nada na ideia de conjunto parece
excluir isso. Por exemplo, se todos os conjuntos formam uma
colecio de objetos, alguém poderia pensar que podem reunir-
se num Unico conjunto—o conjunto de todos os conjuntos. E
ele, sendo conjunto, seria um membro do conjunto de todos os
conjuntos.

O Paradoxo de Russell surge quando consideramos a pro-
priedade de nao ter a si proprio como um membro, de ser ndo
auto-membro. E se supusermos que ha um conjunto de todos os
conjuntos que nao tém a si proprios como um membro? Sera que

R={x:x¢x}
existe? Verifica-se que podemos provar que nao.

Teorema 2.29 (Paradoxo de Russell). Nao hd conjunto R =
{x:x ¢&x}.

Prova. Se R = {x: x ¢ x} existisse, entaio R € Rsees6se R ¢ R,
o que é uma contradicdo. |
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Vamos percorrer esta prova mais devagar. Se R existe, faz
sentido perguntar se R € R ou ndo. Suponhamos que de fato R €
R. Agora, R foi definido como o conjunto de todos os conjuntos
que ndo sio membros de si proprios. Logo, se R € R, entdo R nao
tem a propriedade definidora de R. Mas s6 os conjuntos que tém
essa propriedade estdo em R, logo R nao pode ser um membro
de R, isto é, R ¢ R. Mas R nao pode ao mesmo tempo ser e nao
ser um membro de R, logo temos uma contradicao.

Como a suposicdo de que R € R leva a uma contradicao,
temos R ¢ R. Mas isto também leva a uma contradicio! Pois se
R ¢ R, entdao R tem a propriedade definidora de R, e assim R
seria um membro de R, tal como todos os outros conjuntos nao
auto-membros. E de novo, R ndo pode a0 mesmo tempo nido ser
e ser um membro de R.

Como montar uma teoria dos conjuntos que evite cair no Pa-
radoxo de Russell, isto é, que evite afirmar de modo inconsistente
que R = {x : x ¢ x} existe? Teriamos de estabelecer axiomas
que nos déem condi¢des muito precisas para dizer quando os
conjuntos existem (e quando nao existem).

A teoria dos conjuntos esbocada neste capitulo nao faz isso.
E genuinamente ingénua. Diz apenas que os conjuntos obedecem
a extensionalidade e que, se temos alguns conjuntos, podemos
formar a sua unido, intersecdo, etc. E possivel desenvolver a
teoria dos conjuntos com mais rigor do que isto.

Problemas

Problema 2.1. Prove que ha no maximo um conjunto vazio, isto
é, mostre que se 4 e B sdo conjuntos sem membros, entdo 4 = B.

Problema 2.2. Liste todos os subconjuntos de {a,,¢,d}.

Problema 2.3. Mostre que se 4 tem #» membros, entdo p(4) tem
2" membros.

Problema 2.4. Prove que se 4 C B, entdo AU B = B.
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Problema 2.5. Prove rigorosamente que se 4 C B, entdo ANB =
A.

Problema 2.6. Mostre que se 4 é um conjunto e 4 € B, entdo
AcUB.

Problema 2.7. Prove que se 4 C B, entao B\ 4 # 0.

Problema 2.8. Usando Definicao 2.23, prove que (a,b) = {c,d)
seesbsea=ceb=d.

Problema 2.9. Liste todos os membros de {1,2,3}°.

Problema 2.10. Mostre, por indu¢ao em £, que para todo £ > 1,

se A tem n membros, entio A* tem #*¥ membros.



CAPITULO 3

Relacgoes

3.1 Rela¢des como Conjuntos

Na Secao 2.3, mencionamos alguns conjuntos importantes: N,
Z, Q, R. Sem duvida que se lembram de algumas relac¢des in-
teressantes entre os membros de alguns destes conjuntos. Por
exemplo, cada um destes conjuntos tem uma rela¢@o de ordem com-
pletamente padrao sobre si. Ha também a relacao ser idéntico a,
segundo a qual cada objeto sé se relaciona consigo proéprio e
com nenhum outro. Ha muitas outras rela¢des interessantes que
encontraremos, e ainda mais relagdes possiveis. Antes de as re-
vermos, contudo, comecaremos por observar que podemos ver
relagdes como um tipo especial de conjunto.

Para isso, recordemos duas coisas da Secdo 2.5. Primeiro,
recordemos a nogao de par ordenado: dados a e b, podemos for-
mar (a,b). E importante notar que a ordem dos elementos im-
porta aqui. Assim, se a # b entdo (a,b) # (b,a). (Contrastemos
isto com pares nio ordenados, isto é, conjuntos de 2 elementos,
onde {a,b} = {b,a}.) Segundo, recordemos a nogao de produto
cartesiano: se A e B sao conjuntos, entdo podemos formar 4 X B,
o conjunto de todos os pares (x,y) com x € 4 e y € B. Em par-
ticular, 4> = A x A é o conjunto de todos os pares ordenados
de A.

Consideremos agora uma rela¢do particular num conjunto: a
relacdo < no conjunto N dos nimeros naturais. Seja o conjunto

28
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de todos os pares de nimeros (z,m) onde n < m, isto é,
R={(n,m):n,meNen<m}.

Ha uma ligacao estreita entre n ser menor que m, e o par {(n,m)
ser membro de R, nomeadamente:

n<mseesose(nm)eR.

De fato, sem qualquer perda de informac¢ao, podemos considerar
o conjunto R como sendo a relagdo < em N.

Do mesmo modo podemos construir um subconjunto de N?
para qualquer relagdo entre numeros. Reciprocamente, dado
qualquer conjunto de pares de numeros § C N2, ha uma rela-
c¢ao correspondente entre nimeros, nomeadamente, a relacdo se-
gundo a qual z se liga a m se e s6 se (n,m) € §. Isto justifica a
definicao seguinte:

Defini¢dao 3.1 (Relagao binaria). Uma rela¢do bindria num
conjunto 4 é um subconjunto de A% Se R C A% ¢ uma relagio
binaria em A e x,y € A4, por vezes escrevemos Rxy (ou xRy) para
(x,9) € R.

Exemplo 3.2. O conjunto N? dos pares de niimeros naturais
pode ser listado numa matriz bidimensional assim:

(0,0) (0,1) (0,2) <0,3)
(1,o) (1,1) (1,2) (1,3)
(2,00 (2.1) (2.2) (2,3)
(3,00 (3,1) (3,2) (3,3)

Colocamos a diagonal, aqui, em negrito, pois o subconjunto de
N? constituido pelos pares que estdo na diagonal, isto &,

{(0,0),(1,1),¢2,2),...},
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é a relagdo identidade em N. (Como a relagao identidade é popular,
definamos Id4 = {{(x,x) : x € A} para qualquer conjunto 4.) O
subconjunto de todos os pares acima da diagonal, isto é,

L ={(0,1),(0,2),...,(1,2),(1,3),...,(2,3),(2,4),.. .},

é arelacao menor que, isto é, Lnm se e s6 se n < m. O subconjunto
dos pares abaixo da diagonal, isto &,

G ={(1,0),(2,0),(2,1),(3,0),(3,1),¢(3,2),... },

é a relacdo maior que, isto é, Gnm se e s6 se n > m. A unido de L
com /, que podemos chamar K = LU, ¢é a relacao menor ou igual
a: Knm se e s0 se n < m. Do mesmo modo, H = GUI é a relagdo
maior ou igual a. Estas relacoes L, G, K, e H sao tipos especiais
de relacdes chamadas ordens. L e G gozam da propriedade de
que nenhum numero estd em relacdo L ou G consigo préprio
(isto é, para todo =, nao se verifica nem Lznn nem Gnn). Relagoes
com esta propriedade chamam-se irreflexivas, e, se também forem
ordens, chamam-se ordens estritas.

Embora ordens e identidade sejam relacées importantes e na-
turais, convém enfatizar que, segundo a nossa definicao, qualquer
subconjunto de A? é uma relagio em 4, por mais artificial ou
forcado que pareca. Em particular, () é uma relacdo em qualquer
conjunto (a rela¢do vazia, que nenhum par de elementos satisfaz),
e A% em si é também uma relagdo em 4 (uma que todo par de ele-
mentos satisfaz), chamada a rela¢do universal. Mas também algo
como E = {(n,m) : n>5oumxn >34} conta como relagio.

3.2 Reflexoes Filoséficas

Na Secao 3.1, definimos relagdes como certos conjuntos. Deve-
mos fazer uma pausa e colocar uma questdo filoséfica rapida:
o que é que tal definicio faz? E extremamente duvidoso que
devamos querer dizer que descobrimos fatos metafisicos de iden-
tidade; que, por exemplo, a relacdo de ordem em N acabou por
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ser o conjunto R = {(n,m) : n,m € N e n < m} que definimos na
Secdo 3.1. Eis trés razdes para isso.

Primeiro: na Definicao 2.23, definimos (a,b) = {{a},{a,b}}.
Consideremos em vez disso a definicao ||a,b|| = {{6},{a,b}} =
(b,a). Quando a # b, temos que (a,b) # ||a,b||. Mas poderiamos
com a mesma facilidade ter tomado ||a,b|| como a nossa defi-
ni¢do de par ordenado, em vez de (a,b). Ambas as defini¢des
teriam funcionado igualmente bem. Assim, temos dois candi-
datos igualmente bons a “ser” a relacdo de ordem nos nimeros
naturais, nomeadamente:

R={{(n,m):n,meNen<m}

S={|ln,m||:n,meNen<m}

Como R # §, pela extensionalidade, é claro que ndo podem am-
bos ser idénticos a relacdo de ordem em N. Mas seria meramente
arbitrario, e por isso um pouco embaracoso, afirmar que R em
vez de §' (ou vice-versa) ¢ a relagao de ordenacdo, como questao
de fato. (Isto é um caso muito simples de um argumento contra
o reducionismo em teoria dos conjuntos que Benacerraf tornou
famoso em 1g65. Voltaremos a ele varias vezes.)

Segundo: se pensamos que foda a relacao deve ser identifi-
cada com um conjunto, entdo a propria relacao de pertinéncia a
conjuntos, €, deveria ser um conjunto particular. De fato, teria
de ser o conjunto {{x,y) : x € y}. Mas serd que este conjunto
existe? Dado o Paradoxo de Russell, é uma afirmacao nao trivial
que tal conjunto exista. De fato, é possivel desenvolver a teoria
dos conjuntos de modo rigoroso como teoria axiomatica, e essa
teoria de fato nega a existéncia deste conjunto. Logo, mesmo que
algumas relagdes possam ser tratadas como conjuntos, a relacao
de pertinéncia a conjuntos tera de ser um caso especial.

Terceiro: quando “identificamos” rela¢cdes com conjuntos, dis-
semos que nos permitiriamos escrever Rxy para (x,y) € R. Isto
esta bem, desde que a relacdo de pertinéncia, “€”, seja tratada
como um predicado. Mas se pensamos que “€” denota um certo
tipo de conjunto, entdo a expressdo “(x,y) € R” consiste apenas
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em trés termos singulares que denotam conjuntos: “(x, y , e
“R”. E tal lista de nomes nao é mais capaz de exprimir uma pro-
posicao do que a sequéncia sem sentido: “o copo porta-canetas a
mesa”. De novo, mesmo que algumas rela¢es possam ser trata-
das como conjuntos, a relacao de pertinéncia a conjuntos tem de
ser um caso especial. (Isto reine num s6 argumento uma versao
simples do paradoxo do conceito cavalo de Frege, e uma objecao
célebre que Wittgenstein dirigiu a Russell.)

Entdao onde nos deixa isto? Bem, nao ha nada de errado em
dizermos que as relagdes nos ntimeros sdo conjuntos. S6 temos
de compreender o espirito em que tal observacao é feita. Nao
enunciamos um fato metafisico de identidade. Limitamo-nos a
notar que, em certos contextos, podemos (e iremos) tratar (cer-
tas) relacdes como certos conjuntos.

3.3 Propriedades Especiais das Relac¢des

Alguns tipos de relagdes revelam-se tio comuns que receberam
nomes especiais. Por exemplo, < e C relacionam os seus res-
pectivos dominios (digamos, N no caso de < e ¢(4) no caso
de C) de modos semelhantes. Para precisar exatamente como es-
tas relacoes sao semelhantes, e como diferem, as categorizamos
segundo algumas propriedades especiais que as relagdes podem
ter. Verifica-se que (combinacdes de) algumas destas proprieda-
des especiais sdo especialmente importantes: ordens e relagoes

de equivaléncia.
Definigdo 3.3 (Reflexividade). Uma relagio R C A2 é reflexiva

se e s0 se, para todo x € 4, Rxx.

Definicio 3.4 (Transitividade). Uma relacio R C A° é transi-
tiva se e s se, sempre que Rxy e Ryz, entdo também Rxz.
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Defini¢do 3.5 (Simetria). Uma relagio R C A2 é simétrica se e
sO se, sempre que Rxy, entdo também Ryx.

Definigdo 3.6 (Antissimetria). Uma relagio R C 4% é antissi-
métrica se e SO se, sempre que tanto Rxy quanto Ryx, entdo x = y
(ou, noutras palavras: se x # y entdo ou ~Rxy ou ~Ryx).

Numa relacdo simétrica, Rxy e Ryx verificam-se sempre em
conjunto, ou nenhuma se verifica. Numa relacdo antissimétrica,
a unica forma de Rxy e Ryx se verificarem em conjunto é que
x = y. Note-se que isto ndo exige que Rxy e Ryx se verifiquem
quando x = y, apenas que isso nao esta excluido. Assim, uma
relacdo antissimétrica pode ser reflexiva, mas nio € o caso que
toda relacdao antissimétrica seja reflexiva. Note-se também que
ser antissimétrica e ser meramente nao simétrica sdo condic¢oes
diferentes. De fato, uma relagao pode ser ao mesmo tempo simé-
trica e antissimétrica (por exemplo, a relacdo identidade o é).

Definicio 3.7 (Conexidade). Uma relacio R C A% é conexa se
para todos x,y € 4, se x # y, entdo ou Rxy ou Ryx.

Definicio 3.8 (Irreflexividade). Uma relacio R C A4? diz-se ir-
reflexiva se, para todo x € 4, nao Rxx.

Definicio 3.9 (Assimetria). Uma relagao R C 4% diz-se assimé-
trica se para nenhum par x,y € 4 se tem tanto Rxy quanto Ryx.

Note-se que se 4 # 0, entdo nenhuma relacao irreflexiva em 4
é reflexiva e toda relacdo assimétrica em A4 é também antissimé-
trica. Contudo, ha R C 4% que nio sio reflexivas nem irreflexi-
vas, e ha relacdes antissimétricas que ndo sdo assimétricas.
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3.4 Relacoes de Equivaléncia

A relacao identidade num conjunto é reflexiva, simétrica e tran-
sitiva. Rela¢bes R que tém todas as trés destas propriedades sao
muito comuns.

Defini¢ao 3.10 (Relacao de equivaléncia). Uma relacdo R C
A? que é reflexiva, simétrica e transitiva chama-se uma relag@o de
equivaléncia. Membros x e y de A dizem-se R-equivalentes se Rxy.

As relagdes de equivaléncia dao origem a nogao de classe de
equivaléncia. Uma relacao de equivaléncia “reparte” o dominio
em parti¢des distintas. Dentro de cada parti¢ao, todos os objetos
estdo relacionados uns com os outros; e objetos de parti¢des di-
ferentes ndo se relacionam entre si. Por vezes, é util falar destas
particoes diretamente. Para esse fim, introduzimos uma defini¢ao:

Definigdo 3.11. Seja R C 4% uma relagio de equivaléncia. Para
cada x € 4, a classe de equivaléncia de x em A é o conjunto [x]g =
{9 € 4: Rxy}. O quociente de A por R é A/gr= {[x]r : x € A}, isto
é, o conjunto destas classes de equivaléncia.

O resultado seguinte justifica a definicdo de classe de equi-
valéncia, provando que as classes de equivaléncia sao de fato as
particdes de A4:

Proposi¢ao 3.12. Se R C A? ¢ uma relagao de equivaléncia, entdo
Rxy se e sose[x]r = [y]r-

Prova. Para o sentido da esquerda para a direita, suponhamos
Rxy, e seja z € [x]g. Por definicao, entao, Rxz. Como R é
uma relacdo de equivaléncia, Ryz. (Explicando melhor: como
Rxy e R é simétrica temos Ryx, e como Rxz e R é transitiva
temos Ryz.) Logo z € [y]g. Generalizando, [x]z C [y]r. Mas
de modo perfeitamente analogo, [y]r € [x]r. Logo [x]r = [¥]r,
pela extensionalidade.
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Para o sentido da direita para a esquerda, suponhamos
[x]r = [y]r. Como R é reflexiva, Ryy, logo y € [y]g. Assim
também y € [x]p pela suposicio de que [x]gp = [y]r. Logo
Rxy. m|

Exemplo 3.13. Umn bom exemplo de relacdes de equivaléncia
vem da aritmética modular. Para quaisquer a, b, e n € Z*, di-
gamos que a =, b se e s6 se dividir a por » d4 o mesmo resto
que dividir 4 por z. (De modo um pouco mais simbolico: a =, b
se e sO se, para algum £ € Z, a — b = kn.) Agora, =, é uma
relacdo de equivaléncia, para qualquer z. E ha exatamente n
classes de equivaléncia distintas geradas por =,; isto €, N/, tem
n membros. Sdo: o conjunto dos nimeros divisiveis por n sem
resto, isto é, [0]=,; o conjunto dos numeros divisiveis por n com
resto 1, isto é, [1]=,; ...; e o conjunto dos nimeros divisiveis
por n com resto n — 1, isto é, [n —1]=

nt

3.5 Ordens

Muitas das nossas comparac¢des envolvem descrever certos ob-
jetos como sendo “menores que”, “iguais a” ou “maiores que”
outros objetos, sob algum aspecto. Isso envolve relacdes de or-
dem. Mas ha varios tipos de relacdo de ordem. Por exemplo,
algumas exigem que quaisquer dois objetos sejam comparaveis,
outras ndo. Algumas incluem a identidade (como <) e outras a
excluem (como <). Ter aqui uma taxonomia ajuda-nos.

Defini¢ao 3.14 (Pré-ordem). Uma relacio que é ao mesmo
tempo reflexiva e transitiva chama-se uma pré-ordem.

Defini¢do 3.15 (Ordem parcial). Uma pré-ordem que também
¢ antissimétrica chama-se uma ordem parcial.
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Defini¢ao 3.16 (Ordem linear). Uma ordem parcial que tam-
bém é conexa chama-se uma ordem total ou ordem linear.

Exemplo 3.17. Toda ordem linear é também uma ordem par-
cial, e toda ordem parcial é também uma pré-ordem, mas as im-
plicacdes reciprocas nao valem. A relacdo universal sobre 4 é
uma pré-ordem, pois € reflexiva e transitiva. Mas, se 4 tem mais
de um membro, a relagdo universal ndo é antissimétrica e, por-
tanto, ndo é uma ordem parcial.

Exemplo 3.18. Considere a relacdo ndo mais longa que < so-
bre B*: x < y sse len(x) < len(y). Trata-se de uma pré-ordem
(reflexiva e transitiva), e até conexa, mas ndo é uma ordem par-
cial, pois ndo é antissimétrica. Por exemplo, 01 < 10 e 10 < 01,
mas 01 # 10.

Exemplo 3.19. Uma ordem parcial importante é a relagdo C so-
bre um conjunto de conjuntos. Em geral ndo é uma ordem linear:
se a # b e consideramos p({a,b}) = {0,{a},{b},{a,b}}, vemos
que {a}  {b} e {a} # {b} e {b} £ {a}.

Exemplo 3.20. A relacdo de divisibilidade sem resto nos da uma
ordem parcial que nao € linear. Para inteiros n e m, escrevemos
n | m para significar que n divide m (exatamente), isto €, sse
existe algum inteiro £ tal que m = kn. Sobre N, isso é uma
ordem parcial, mas nao linear: por exemplo, 2 ¥ 3 e também
3 1 2. Vista como relac¢do sobre Z, a divisibilidade é apenas uma
pré-ordem, pois nao é antissimétrica: 1| -1 e -1 |1 mas 1 # —1.

Exemplo 3.21. A relacdo de extensdo sobre um conjunto de se-
quéncias 4" é a seguinte: s C s’ sse s = A (a sequéncia vazia),
s=s',0us=(s1,....5) €8 ={S1,...,80,8041>...,5m). Se s C s
dizemos também que s é um segmento inicial de s’. A relacao de
extensao sobre 4* é uma ordem parcial, mas nao linear, p.ex., se

a # b, entdo ab L ba e ba L ab.
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Defini¢ao 3.22 (Ordem estrita). Uma ordem estrita é uma rela-
cao irreflexiva, assimétrica e transitiva.

Defini¢ao 3.23 (Ordem linear estrita). Uma ordem estrita
que também é conexa chama-se ordem total estrita ou ordem linear
estrita.

Exemplo 3.24.
near estrita <.
estrita C.

¢ a ordem linear correspondente a ordem li-
€ a ordem parcial correspondente a ordem

N IA

Qualquer ordem estrita R sobre 4 pode transformar-se numa
ordem parcial adicionando a diagonal Idy, isto é, adicionando
todos os pares (x,x). (Isto chama-se o fecho reflexivo de R.) Reci-
procamente, a partir de uma ordem parcial obtém-se uma ordem
estrita removendo Id,4. Os dois resultados seguintes tornam isto
preciso.

Proposicdo 3.25. Se R ¢ uma ordem estrita sobre A, entdo R* =
R UIdy é uma ordem parcial. Além disso, se R é uma ordem linear
estrita, entdo R* ¢ uma ordem linear.

Prova. Suponhamos que R é uma ordem estrita, isto é, R C 4% e
R é irreflexiva, assimétrica e transitiva. Seja R* = RUIdy. Temos
de mostrar que R* é reflexiva, antissimétrica e transitiva.

R™ é claramente reflexiva, pois (x,x) € Id4 C R* para todo
x €A

Para mostrar que R* é antissimétrica, suponhamos, para
reducao ao absurdo, que R*xy e R*yx mas x # y. Como
(x,9) € RUIdy, mas (x,y) ¢ Idy, temos de ter (x,y) € R, isto
é, Rxy. Do mesmo modo, Ryx. Mas isto contradiz a hipotese de
que R é assimétrica.

Para estabelecer a transitividade, suponhamos que R*xy e
R*yz. Se tanto (x,y) € R como (),z) € R, entdo (x,z) € R, pois
R é transitiva. Caso contrario, ou (x,y) € Idy, isto €, x = y, ou
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(y,2) € Idy, isto &, y = z. No primeiro caso, temos R*yz por
hipétese, x = y, logo R*xz. Analogamente no segundo caso. Em
qualquer caso, R*xz; assim, R* é também transitiva.

Quanto a clausula “além disso”, suponhamos que R é tam-
bém conexa. Entdo, para todo x # y, ou Rxy ou Ryx, isto é, ou
(x,9) € R ou (y,x) € R. Como R C R, isto continua a valer
para R*, logo R* é também conexa. o

Proposigao 3.26. Se¢ R ¢ uma ordem parcial sobre A, entdo R~ =
R\ Id4 ¢ uma ordem esirita. Além disso, se R é uma ordem linear,
entd@o R~ ¢é uma ordem linear estrita.

Prova. Deixamos como exercicio. O

O resultado simples a seguir estabelece que ordens lineares
estritas satisfazem uma propriedade no estilo da extensionali-
dade:

Proposigdo 3.27. Se < ¢ uma ordem linear estrita sobre A, entdo:
Va,be A)(Vx e A)(x <a<>x<b)—>a=hb).

Prova. Suponhamos (Vx € 4)(x < a & x < b). Se a < b, entdo
a < a, o que contradiz o fato de < ser irreflexiva; logo a « 4. De
forma totalmente analoga, b £ a. Logo a = b, pois < é conexa.O

3.6 Operacgoes sobre Relagoes

E frequentemente ttil modificar ou combinar relagses. Na Pro-
posicao 3.25, consideramos a unido de relacdes, que é apenas
a unido de duas rela¢des vistas como conjuntos de pares. Do
mesmo modo, na Proposi¢ao 3.26, consideramos a diferenca re-
lativa de relacdes. Eis algumas outras operacdes que podemos
efetuar sobre relacoes.
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Defini¢ao 3.28. Sejam R e § relacoes, e 4 um conjunto qual-
quer.
A inversa de R é R™! = {(y,x) : {x,9) € R}.
O produto relativode Re S é (R | S) = {(x,2) : Ay(RxyASyz)}.
A restrigigode Ra Aé R, =R n A%
A aplicagiode R a A é R[A] = {y: (3x € A)Rxy}

Exemplo 3.29. Seja § C Z? a relagio sucessora sobre Z, isto &,
S ={(x,9) €Z: x +1 =y}, de modo que Sxy sse x +1 = y.

S1 ¢ a relacio antecessora sobre Z, isto &, {(x,y) € Z? :
x—1=y}

S|Sé{(xy)€eZ?:x+2=y}

STy € a relagdo sucessora sobre N.

S1{1,2,3}] € {2,3,4}.

Definicio 3.30 (Fecho transitivo). Seja R C A% uma relagdo
binaria.

O fecho transitivo de R é R* = Jp.peny R", onde definimos
recursivamente R! = R e R"*1 = R" | R.

O fecho reflexivo transitivo de R é R* = R* UIdy.

Exemplo 3.31. Tome a relagdo sucessora S C Z?. S%xy sse x +
2=y, 8%xy sse x+3 = y, etc. Logo S*xy sse x+n = y para algum
n > 1. Em outras palavras, S*xy sse x < y, e $*xy sse x < y.

Problemas

Problema 3.1. Liste os membros da relagio C no conjunto

p({a.b.c}). )

Problema 3.2. Dé exemplos de relacoes que sejam (a) reflexivas
e simétricas mas nao transitivas, (b) reflexivas e antissimétricas,
(c) antissimétricas, transitivas, mas nao reflexivas, e (d) reflexi-
vas, simétricas e transitivas. Nao use relacbes sobre nimeros ou
conjuntos.
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Problema 3.3. Mostre que =, é uma relacdo de equivaléncia,
para qualquer n € Z*, e que N/-, tem exatamente » membros.

Problema 3.4. Apresente uma prova da Proposicao 3.26.

Problema 3.5. Mostre que o fecho transitivo de R ¢ de fato tran-
sitivo.



CAPITULO 4

Funcoes

4.1 Nocdes Basicas

Uma fun¢do é um mapa que envia cada membro de um dado
conjunto para um membro especifico em algum (outro) conjunto
dado. Por exemplo, a operacdo de somar 1 define uma fungao:
cada nimero z é mapeado para um Unico numero z + 1.

Mais em geral, funcées podem tomar pares, triplos, etc.,
como entradas e devolver algum tipo de saida. Muitas fung¢oes
nos sao familiares da aritmética basica. Por exemplo, a adicdo e
a multiplicacdo sao fun¢des. Tomam dois ntiimeros e devolvem
um terceiro.

Neste sentido matemaético e abstrato, uma fun¢do é uma caixa
preta: s6 importa que saida fica associada a que entrada, nio o
método de calcular a saida.

Defini¢ao 4.1 (Fun¢do). Uma fun¢do f: A — B é um mapea-
mento de cada membro de 4 para um membro de B.

Chamamos A4 de dominio de f e B de contradominio de f.
Os membros de 4 chamam-se entradas ou argumentos de f, e o
membro de B que fica associado a um argumento x por f chama-
se o valor de f para o argumento x, escrevendo-se f(x).

A imagem Im(f) de f é o subconjunto do contradominio
constituido pelos valores de f para algum argumento; Im(f) =

41
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{f(x):x € A}

O diagrama na Figura 4.1 pode ajudar a pensar em fungdes.
A elipse a esquerda representa o dominio da funcao; a elipse a
direita representa o contradominio; e uma seta aponta de um argu-
mento no dominio para o valor correspondente no contradominio.

7

Figura 4.7: Uma fun¢ao é um mapeamento de cada membro de um conjunto
para um membro de outro. Uma seta vai de um argumento no dominio para o
valor correspondente no contradominio.

Exemplo 4.2. A multiplicacdo toma pares de nimeros naturais
como entradas e mapeia-os para nimeros naturais como saidas,
logo vai de N XN (o dominio) para N (o contradominio). Como
se vé, a imagem é também N, pois todo n e N é n x 1.

Exemplo 4.3. A multiplicacio é uma funcido porque associa
cada entrada—cada par de nimeros naturais—a uma tnica sa-
ida: x: N2 —» N. Em contraste, mapear um numero natural z
para um real x tal que x?> = n nio é funcional, pois cada inteiro
positivo # tem duas raizes quadradas: vn e —v/n. Podemos torna-
la funcional devolvendo s6 a raiz quadrada positiva: V : N — R,

Exemplo 4.4. Arelacdo que associa cada aluno de uma turma a
sua nota final é uma funcdo—nenhum aluno pode ter duas notas
finais diferentes na mesma turma. A relacdo que associa cada
aluno de uma turma aos seus progenitores nao ¢ uma funcao: os
alunos podem ter zero, ou dois, ou mais progenitores.

Podemos definir func¢oes especificando de modo preciso qual
€ o valor da funcdo para cada argumento possivel. Formas de o
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fazer sao dar uma férmula, descrever um método para calcular
o valor, ou listar os valores para cada argumento. Como quer
que as func¢des sejam definidas, temos de garantir que, para cada
argumento, especificamos um, e apenas um, valor.

Exemplo 4.5. Seja f: N — N definida por f(x) = x + 1. Esta
¢ uma definicdo que especifica f como uma fun¢ido que toma
numeros naturais e devolve nimeros naturais. Diz-nos que, dado
um ntmero natural x, f devolvera o seu sucessor x + 1. Neste
caso, o contradominio N nao é a imagem de f, pois o nimero
natural 0 ndo é sucessor de nenhum numero natural. A imagem
de f é o conjunto de todos os inteiros positivos, Z™.

Exemplo 4.6. Seja g: N — N definida por g(x) = x +2 —1. Isto
nos diz que g é uma fun¢do que toma nimeros naturais e devolve
numeros naturais. Dado um ntmero natural z, g devolvera o
predecessor do sucessor do sucessor de n, isto €, n + 1.

Acabamos de considerar duas funcdes, f e g, com definiges
diferentes. Contudo, sdo a mesma fun¢do. Afinal, para qualquer
nimero natural z, temos f(n) =n+1=n+2-1= g(n). Em ou-
tras palavras: as nossas definicoes de f e g especificam o mesmo
mapeamento por meio de equacdes diferentes. Implicitamente,
pois, estamos nos apoiando num principio de extensionalidade
para funcoes,

se Vx f(x) = g(x), entdo f = g

desde que f e g compartilhem o mesmo dominio e contradomi-
nio.

Exemplo 4.7. Também podemos definir fun¢des por casos. Por
exemplo, poderiamos definir 4: N — N por

+1

X r
h(x) _ i se x (':,‘ F)ar
=5 S€ X € 1mpar.
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Como todo niimero natural é par ou impar, a saida desta fungao
serd sempre um numero natural. Basta lembrar que, se se define
uma funcdo por casos, cada entrada possivel tem de cair em
exatamente um caso. Em alguns casos, isto exigird uma prova
de que os casos sdo exaustivos e exclusivos.

4.2 Tipos de Fungdes

Sera 1til introduzir uma espécie de taxonomia para alguns dos
tipos de funcdes que encontramos com mais frequéncia.

Para comecar, podemos querer considerar fungdes com a pro-
priedade de que todo membro do contradominio é um valor da
funcao. Tais funcées chamam-se sobrejetivas, e podem ser esque-
matizadas como na Figura 4.2.

Figura 4.2: Uma fungao sobrejetiva tem todo membro do contradominio como
valor.

Defini¢ido 4.8 (Fungiao Sobrejetiva). Uma funcdo f: 4 — B é
sobrejetiva se e s6 se B é também a imagem de f, isto é, para
todo y € B existe pelo menos um x € 4 tal que f(x) =y, ou em
simbolos:

(Vy € B)(3x € A)f (x) = y.
Chamamos a tal fun¢do uma sobrejecdo de 4 para B.
Se quiser mostrar que f é uma sobrejecdo, tem de mostrar

que todo objeto no contradominio de f é o valor de f(x) para
alguma entrada x.
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Note-se que qualquer func¢do induz uma sobrejecdo. Afinal,
dada uma fungido f: 4 — B, seja f': A — Im(f) definida por
f'(x) = f(x). Como Im(f) é definida como {f(x) € B: x € A},
esta fun¢ao f’ é garantidamente uma sobrejecao

Agora, qualquer fun¢do mapeia cada entrada possivel para
uma unica saida. Mas ha também func¢bes que nunca mapeiam
entradas diferentes para a mesma saida. Tais fun¢des chamam-se
injetivas, e podem ser esquematizadas como na Figura 4.3.

<]

Figura 4.3: Uma funcao injetiva nunca mapeia dois argumentos diferentes para
o mesmo valor.

Defini¢ido 4.9 (Fungdo Injetiva). Uma funcio f: 4 — B é in-
Jetiva se e s6 se, para cada y € B, ha no maximo um x € A4 tal
que f(x) = y. Chamamos a tal fun¢do uma injecao de 4 para B.

Se quiser mostrar que f é uma injecao, tem de mostrar que,
para quaisquer membros x e y do dominio de f, se f(x) = f(y),
entao x = y.

Exemplo 4.10. A funcio constante f: N — N dada por f(x) =
1 ndo é nem injetiva, nem sobrejetiva.

A funcao identidade f: N — N dada por f(x) = x é tanto
injetiva quanto sobrejetiva.

A funcao sucessora f: N — N dada por f(x) = x+1 é injetiva
mas nao sobrejetiva.

A funcdo f: N — N definida por:

se x € par

R NIR

+1 s
=5 se x € 1mpar.

-]
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é sobrejetiva, mas ndo injetiva.

Muitas vezes, queremos considerar fungdes que sao tanto in-
jetivas como sobrejetivas. Chamamos a tais funcoes bijetivas.
Parecem-se com a func¢io esquematizada na Figura 4.4. Bijecoes
sao também por vezes chamadas correspondéncias biunivocas, pois
associam de modo tnico elementos do contradominio a elemen-
tos do dominio.

™

Figura 4.4: Uma fungao bijetiva associa de modo tnico os elementos do contra-
dominio aos do dominio.

Defini¢do 4.11 (Bije¢do). Uma funcio f: 4 — B € bijetiva se e
s6 se € tanto sobrejetiva como injetiva. Chamamos a tal fungao
uma bijecdo de A para B (ou entre 4 e B).

4.3 Funcdes como Relacgoes

Uma fun¢ao que mapeia membros de 4 para membros de B de-
fine obviamente uma relagdo entre 4 e B, nomeadamente a re-
lacdo que se verifica entre x e y se e s6 se f(x) = y. De fato,
podemos até—se nos interessa reduzir os blocos de construcao
da matematica, por exemplo—identificar a fun¢ao f com esta re-
lacdo, isto é, com um conjunto de pares. Isto levanta entdo a
questao: que relacdes definem fung¢des deste modo?

Definigao 4.12 (Grafico de uma fungio). Seja f: 4 — B
uma fungdo. O grifico de f é a relacio Ry C A X B definida
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por
Ry ={(x.9): f(x) =y}

O grafico de uma funcédo fica unicamente determinado, pela
extensionalidade. Além disso, a extensionalidade (sobre conjun-
tos) justifica de imediato o principio implicito de extensionali-
dade para funcoes, segundo o qual, se f e g compartilham domi-
nio e contradominio, entiao sao idénticas se coincidem em todos
os valores.

Do mesmo modo, se uma relacio é “funcional”, entdo é o
grafico de uma funcéo.

Proposicao 4.13. Se¢ja R C A X B tal que:
7. Se Rxy ¢ Rxz, entdoy = z; ¢
2. para todo x € A existe algum y € B tal que (x,y) € R.

Entao R ¢ o grdfico da fun¢ao f: A — B definida por f(x) = y se e
$0 se Rxy.

Prova. Suponhamos que existe y tal que Rxy. Se existisse outro
z # y tal que Rxz, a condi¢do sobre R seria violada. Logo, se
existe y tal que Rxy, esse y € Ginico, e assim f estd bem definida.
Obviamente, Ry = R. O

Toda funcdo f: 4 — B tem um grafico, isto é, uma rela-
¢ao em 4 x B definida por f(x) = y. Por outro lado, toda rela-
¢do R € A X B com as propriedades dadas na Proposicao 4.13
é o grafico de uma funcdo f: 4 — B. Por causa desta liga-
¢ao estreita entre fungdes e os seus graficos, podemos pensar
numa func¢do simplesmente como o seu grafico. Em outras pa-
lavras, funcoes podem identificar-se com certas relagdes, isto €,
com certos conjuntos de tuplos. Note, contudo, que o espirito
desta “identificacao” é como na Se¢ao 3.2: nao é uma afirmacgao
sobre a metafisica das func¢Ges, mas a observacao de que é con-
veniente fratar fungdes como certos conjuntos. Uma razdo pela
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qual isto é tdo conveniente é que podemos agora considerar fa-
zer operacOes semelhantes sobre fungdes as que fizemos sobre
relacoes (ver Secao 3.6). Em particular:

Defini¢do 4.14. Seja f: A — B uma funcdo com C C 4.

A restrigio de f a C é a fungdo f|¢: C — B definida por
(fTc)(x) = f(x) para todo x € C. Em outras palavras, f[¢ =
{{x,y) € Ry : x € C}.

A aplicagiode faC é f[C] = {f(x) : x € C}. Chamamos-lhe

também a imagem de C por f.

Segue-se destas defini¢des que Im(f) = f[dom(f)], para
qualquer funcdo f. Estas nogdes sdo exatamente as que se es-
peraria, dadas as definicoes na Secdo 3.6 e a nossa identificacao
de funcoes com relacbes. Mas outras duas operacoes—inversas
e produtos relativos—exigem um pouco mais de detalhe. Trata-
remos disso na Secao 4.4 e na Secao 4.5.

4.4 Inversas de Funcgdes

Pensamos nas fungdes como mapas. Uma pergunta natural so-
bre funcdes é, pois, se 0 mapeamento pode ser “invertido”. Por
exemplo, a func¢do sucessora f(x) = x + 1 pode ser invertida, no
sentido em que a funcdo g(y) = y — 1 “desfaz” o que f faz.

Mas é preciso ter cuidado. Embora a definicao de g defina
uma func¢do Z — Z, nao define uma fun¢go N — N, pois g(0) ¢ N.
Assim, mesmo em casos simples, ndo é 6bvio que uma funcao
possa ser invertida; pode depender do dominio e do contrado-
minio.

Isto torna-se mais preciso com a nocdo de inversa de uma
funcio.

Defini¢dao 4.15. Uma funcdo g: B — A4 é uma inversa de uma
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funcao f: 4 — Bse f(g(y)) =y e g(f(x)) = x para todo x € 4
ey €B.

Se f tem uma inversa g, escrevemos muitas vezes f 1 em vez
de g.

Agora determinaremos quando as func¢des tém inversas. Um
bom candidato a inversa de f: 4 — B é g: B — A “definida

»

por
g(y) = “0” x tal que f(x) = y.

(P

Mas as aspas em “definida por” (e em “0”) sugerem que isto
nio é uma defini¢do. Pelo menos, nem sempre funcionara com
total generalidade. Pois, para que esta definicdo especifique uma
funcao, tem de haver um e apenas um x tal que f(x) = y—a saida
de g tem de ficar unicamente determinada. Além disso, tem de
estar especificada para todo y € B. Se existirem x1 e x9 € 4 com
x1 # x9 mas f(x1) = f(xq2), entdo g(y) nao ficaria unicamente
determinada para y = f(x1) = f(x2). E se ndo existir x algum
tal que f(x) = y, entdo g(y) nem sequer fica especificada. Em
outras palavras, para g estar definida, f tem de ser tanto injetiva
quanto sobrejetiva.

Vamos com calma. Dividiremos a questio em duas: dada
uma fun¢do f: 4 — B, quando existe uma funcio g: B — A4 tal
que g(f(x)) = x? Tal g “desfaz” o que f faz, e chama-se inversa
a esquerda de f. Em segundo lugar, quando existe uma fungao
h: B — A tal que f(h(y)) = y? Tal h chama-se inversa a direita
de f—f “desfaz” o que £ faz.

Proposic¢ao 4.16. Se f: A — B é injetiva, entdo existe uma inversa
aesquerda g: B — A de f tal que g(f (x)) = x para todo x € A.

Prova. Suponhamos que f: 4 — B ¢ injetiva. Consideremos y €
B. Se y € Im(f), existe x € Atal que f(x) = y. Como f € injetiva,
ha apenas um tal x € 4. Entdo podemos definir: g(y) = x, isto
é, g(y) € “0” x € A tal que f(x) = y. Se y ¢ Im(f), podemos
maped-lo para qualquer a € 4. Assim, podemos escolher a € 4
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e definir g: B — A por:

x sef(x)=y

80) = a sey¢Im(f).

Esta definida para todo y € B, pois para cada tal y € Im(f)
ha exatamente um x € A tal que f(x) = y. Por definicdo, se

y = f(x), entdo g(y) = x, isto &, g(f(x)) = x. 0

Proposic¢ao 4.17. Se f: A — B ¢ sobrejetiva, entdo existe uma in-
versa a direita h: B — A de f tal que f(h(y)) =y para todo y € B.

Prova. Suponhamos que f: A — B é sobrejetiva. Consideremos
y € B. Como f é sobrejetiva, existe x, € 4 com f(x;) = y. Entdo
podemos definir: 4(y) = x,, isto é, para cada y € B escolhemos
algum x € 4 tal que f(x) = y; como f é sobrejetiva ha sempre
pelo menos um de onde escolher." Por definicdo, se x = A(y),
entdo f(x) =y, isto é, para todo y € B, f(h(y)) = y. o

Combinando as ideias da prova anterior, obtemos agora que
toda bijecao tem uma inversa, isto €, existe uma tnica fungao que
é tanto inversa a esquerda quanto a direita de f.

Proposicdao 4.18. S¢e f: A — B ¢ bijetiva, existe uma fun-
¢ao f~1: B — A tal que, para todo x € A, f~1(f(x)) = x ¢, para
todoy € B, f(f () = .

Prova. Exercicio. O

!Como f é sobrejetiva, para todo y € B o conjunto {x : f(x) = y} é
nao vazio. A nossa defini¢do de % exige que escolhamos um unico x em cada
um destes conjuntos. Que isto seja sempre possivel ndo é de todo ébvio—a
possibilidade de fazer estas escolhas é simplesmente assumida como axioma.
Em outras palavras, esta proposi¢ao pressupde o chamado Axioma da Escolha,
questao a que voltaremos no Capitulo 16. Contudo, em muitos casos concretos,
p.ex., quando 4 = N ou ¢ finito, ou quando f é bijetiva, o Axioma da Escolha
ndo é necessario. (No caso em que f é bijetiva, para cada y € B o conjunto
{x: f(x) = y} tem exatamente um membro, logo nao ha escolha a fazer.)
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Ha uma forma ligeiramente mais geral de extrair inversas.
Vimos na Secdo 4.2 que toda fun¢do f induz uma sobrejecio
f'+ A4 — Im(f) pondo f’'(x) = f(x) para todo x € A. Clara-
mente, se f € injetiva, entdo f’ € bijetiva, logo tem uma inversa
unica pela Proposicao 4.18. Por um pequeno abuso de notagao,
chamamos por vezes a inversa de f’ simplesmente “a inversa

de £

Proposicao 4.19. Mostre que, se f: A — B tem uma inversa a es-
querda g e uma inversa a direita h, entdo h = g.

Prova. Exercicio. |

Proposicao 4.20. Toda funcdo f tem no mdximo uma inversa.

Prova. Suponhamos que g e & sdo ambas inversas de f. Entao,
em particular, g € uma inversa a esquerda de f e £ é uma inversa
a direita. Pela Proposicao 4.19, g = A. o

4.5 Composi¢cao de Fungdes

Vimos na Se¢do 4.4 que a inversa f~! de uma bijecio f ¢ ela
prépria uma funcao. Outra operacao sobre funcdes é a composi-
¢do: podemos definir uma nova fun¢do compondo duas fungdes,
f e g, isto é, aplicando primeiro f e depois g. Claro que isto s6
€ possivel se as imagens e os dominios forem compativeis, isto
é, a imagem de f tem de ser um subconjunto do dominio de g.
Esta operagao sobre funcdes é o analogo da operacdo de produto
relativo sobre relacdes na Secao 3.6.

Um diagrama pode ajudar a explicar a ideia de composicao.
Na Figura 4.5, representamos duas funcoes f: 4 > Be g: B —
C e a sua composi¢ao (g o f). A funcdo (go f): A — C associa
cada membro de 4 a um membro de C. Especificamos a que
membro de C fica associado um membro de 4 do seguinte modo:
dada uma entrada x € A, aplicamos primeiro a fun¢iao f a x,
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obtendo algum f(x) = y € B, depois aplicamos a funcao g a y,
obtendo algum g(f(x)) = g(y) =z € C.

Figura 4.5: A composicao g o f de duas funcdes f e g.

Defini¢ao 4.21 (Composi¢do). Sejam f: 4 - Beg: B — C
fungoes. A composi¢do de f com g é go f: A — C, onde (g o
Hx) = g(f(x)).

Exemplo 4.22. Consideremos as funcoes f(x) = x+1, e g(x) =
2x. Como (g o f)(x) = g(f(x)), para cada entrada x deve pri-
meiro tomar-se o sucessor, depois multiplicar o resultado por
dois. Logo a composi¢ao é dada por (go f)(x) = 2(x +1).

Problemas

Problema 4.1. Mostre que, se f: 4 — B tem uma inversa a
esquerda g, entdo f € injetiva.

Problema 4.2. Mostre que, se f: 4 — B tem uma inversa a
direita £, entdo f € sobrejetiva.

Problema 4.3. Prove Proposicao 4.18. Tem de definir f !, mos-
trar que é uma funcdo, e mostrar que é uma inversa de f, isto &,

FHf(x)=xef(f () =yparatodoxcdeyeB.

Problema 4.4. Prove Proposicao 4.19.
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Problema 4.5. Mostre que, se f: 4 — Be g: B — C sao ambas
injetiva, entdo g o f: 4 — C ¢é injetiva.

Problema 4.6. Mostre que, se f: 4 — Be g: B — C sao ambas
sobrejetiva, entdo g o f: A — C é sobrejetiva.

Problema 4.7. Suponhamos f: 4 — B e g: B — C. Mostre
que o graficode go f é Ry | R,.



CAPITULO 5

O Tamanho dos
Conjuntos

5.1 Introdugado

Quando Georg Cantor desenvolveu a teoria dos conjuntos na
década de 1870, um dos seus objetivos era tornar aceitavel a
ideia de uma cole¢io infinita—um infinito afual, como diriam os
medievais. Parte central disto foi o seu tratamento do tamanho
de conjuntos diferentes. Se a, b e ¢ sdo todos distintos, entao
o conjunto {a,b,c} é intuitivamente maior que {a,b}. Mas e os
conjuntos infinitos? Serdo todos do mesmo tamanho? Acontece
que nao.

A primeira ideia importante aqui é a de enumera¢go. Pode-
mos listar qualquer conjunto finito enumerando todos os seus
membros. Para alguns conjuntos infinitos, também podemos lis-
tar todos os seus membros se permitirmos que a propria lista seja
infinita. Tais conjuntos chamam-se enumeraveis. O resultado sur-
preendente de Cantor, que compreenderemos completamente no
fim deste capitulo, foi que alguns conjuntos infinitos ndo sdo enu-
meraveis.

54
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5.2 Enumeracdes e Conjuntos Enumeraveis

Podemos especificar um conjunto finito simplesmente enume-
rando os seus membros. Fazemo-lo quando definimos um con-
junto assim:

A=A{ay,a9,...,a,}.

Supondo que os membros ay, ..., a, sdo todos distintos, obte-
mos uma bijecdo entre 4 e os primeiros # nimeros naturais 0,
..., n—1. Reciprocamente, como todo o conjunto finito tem ape-
nas finitos membros, todo o conjunto finito pode ser posto nessa
correspondéncia. Em outras palavras, se 4 € finito, existe uma bi-
jecao entre 4 e {0,...,n — 1}, onde n é o nimero de membros
de 4.

Se admitirmos certos tipos de conjuntos infinitos, admitire-
mos também que alguns conjuntos infinitos possam ser enume-
rados. Podemos precisar isto dizendo que um conjunto infinito é
enumerado por uma bije¢ao entre ele e todo o N.

Defini¢dao 5.1 (Enumeragido, no sentido conjuntista). Uma
enumera¢do de um conjunto 4 é uma bijecao cujo contradominio
€ A e cujo dominio é ou um conjunto inicial de nimeros naturais
{0,1,...,n} ou todo o conjunto dos nimeros naturais N.

Ha uma base intuitiva para este uso da palavra enumera¢do.
Dizer que enumeramos um conjunto 4 é dizer que existe uma bi-
jecdo f que nos permite contar os elementos do conjunto 4. O
elemento de indice 0 € f(0), o de indice 1 é (1), ... o de indice =
é f(n)...." O raciocinio fica ainda mais claro com o seguinte:

Defini¢ao 5.2. Um conjunto 4 é enumeravel se e s6 se 4 = 0 ou

'Sim, contamos a partir de 0. Claro que também poderiamos comegar
em 1. Nio faria grande diferenca. Bastaria substituir N por Z*.
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existe uma enumerac¢ao de 4. Dizemos que 4 é ndo enumeravel
se e s6 se A ndo é enumeravel.

Logo um conjunto é enumeravel se e s6 se € vazio ou se po-
demos usar uma enumeracao para contar os seus membros.

Exemplo 5.3. Uma fun¢do que enumera os ntimeros naturais
é simplesmente a funcdo identidade Idy: N — N dada por
Idw(7) = ». Uma funcgdo que enumera os nimeros naturais po-
sitivos, N* = N'\ {0}, é a fun¢ao g(n) = n + 1, isto é, a func¢ao
sucessora.

Exemplo 5.4. As fun¢des f: N — Ne g: N — N dadas por
f(n)=2ne
gln)=2n+1

enumeram, respectivamente, os numeros naturais pares e os im-
pares. Mas nenhuma é sobrejetiva, logo nenhuma é uma enume-
racido de N.

Exemplo 5.5. Seja [x] a funcdo feto, que arredonda x por ex-
cesso para o inteiro mais proximo. Entdo a fungdo f: N — Z

dada por:
f() = (D" [§]
enumera o conjunto dos inteiros Z do seguinte modo:

fO fO) f@ fG) f@) [ [6)
[51 -1 [l 31 fe1 51 5l
0 -1 1 -2 2 -3 3

Repare como f gera os valores de Z “saltitando” entre inteiros
positivos e negativos. Também se pode ver f definida por casos
assim:

z se n é par
fm) = { p

5 s€ n € 1mpar
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5.3 Método do Zigue-Zague de Cantor
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Ja consideramos algumas enumeracdes “faceis”. Vejamos algo
um pouco mais dificil. Considere-se o conjunto dos pares de

numeros naturais, que definimos na Secao 2.5 assim:

NXN={(n,m) : n,m € N}

Podemos organizar estes pares ordenados numa matriz, assim:

0 1 2 3
0 (0,0) | (0,1) | {0,2) | (0,3)
1] (1,0) [ (L,1) | (1,2) | (1,3)
2(2,0) | (2,1) | (2,2) | (2,3)
33,0y | (3,1) | (3,2) | (3,3)

Claramente, cada par ordenado em N X N aparece exatamente
uma vez na matriz. Em particular, (n,m) aparece na n-ésima
linha e na m-ésima coluna. Mas como organizar os elementos
de tal matriz numa lista “unidimensional”? O padrao na matriz
abaixo demonstra uma forma de o fazer (embora haja, claro,

muitas outras):

012 |3 4
0|01 |3 ] 6|10
112 4|7 |11
215 |8 |12
3|9 13
4|14

Este padrao chama-se método do zigue-zague de Cantor. Enumera
N x N do seguinte modo:

(0,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1),¢(2,0),(0,3),(1,2),(2,1),(3,0),. ..

Isto estabelece o seguinte:
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Proposigdo 5.6. N XN ¢ enumerdvel.

Prova. Seja f: N — N x N a funcdo que a cada £ € N associa
o tuplo (n,m) € N x N tal que k£ é o valor na n-ésima linha e
m-ésima coluna da matriz do zigue-zague de Cantor. O

Esta técnica generaliza-se bem. Por exemplo, podemos usa-
la para enumerar o conjunto dos triplos ordenados de nimeros
naturais, isto é:

NXNXN={{(n,m,k): n,m,k € N}

Pensamos em N XN XN como o produto cartesiano de NxXN com
N, isto é,

N® = (NxN) XN = {((n,m),k) : n,m,k € N}

e assim podemos enumerar N® com uma matriz rotulando um
eixo com a enumeracio de N e o outro com a enumeragio de N:

0 1 2 3
(0,0) | (0,0,0) | (0,0,1) | (0,0,2) | {0,0,3)
(0,1) | (0,1,0) | (0,1,1) | (0,1,2) | (0,1,3)
(1,0) | (1,0,0) | (1,0,1) | (1,0,2) | (1,0,3)
(0,2) | (0,2,0) | (0,2,1) | (0,2,2) | (0,2,3)

Assim, com um método como o zigue-zague de Cantor, obtemos
analogamente uma enumeracio de N3. E podemos continuar,
obtendo enumeracdes de N” para qualquer nimero natural z.
Logo:

Proposigao 5.7. N" ¢ enumerdvel, para todo n € N.
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5.4 Funcdes de Pareamento e Co6digos

O método do zigue-zague de Cantor torna visualmente evidente
a enumerabilidade de N”. Mas vamos concentrar-nos na nossa
matriz que representa N2, Seguindo a linha em zigue-zague na
matriz e contando as posi¢oes, podemos verificar que (1,2) fica
associado ao numero 7. Seria util, contudo, poder calcular isto
de modo mais direto. Ou seja, seria ttil dispor da inversa da
enumeracio em ziguezague, g: N2 — N, tal que

g(<090>) =0, g(<0’1>) =1, g(<1’0>) =2, ... ’g(<192>) =7, ...

Isto permitirnos-ia calcular exatamente em que posicdo da enu-
meracao cai (n,m).

De fato, podemos definir g diretamente com base em duas
observac¢oes. Primeiro: se a n-ésima linha e a m-ésima coluna
contém o valor v, entdo a (n + 1)-ésima linha e a (m — 1)-ésima
coluna contém o valor v + 1. Segundo: a primeira linha da nossa
enumeracao consiste nos nameros triangulares, comecando por
0,1, 3, 6, etc. O k-ésimo nimero triangular é a soma dos ntimeros
naturais < £, que se pode calcular como k(£ + 1)/2. Juntando
estas duas observacoes, consideremos a funcio:

(n+m+1)(n+m)
2

Escreve-se frequentemente g(n,m) em vez de g({n,m)), ja que é
mais facil para os olhos. Isto diz-nos que se determine primeiro o
(7 + m)-ésimo nimero triangular e depois que lhe somemos z. A
funcao preenche a matriz exatamente da maneira que desejamos.
Em particular, o par (1,2) é enviado para % +1=7.

Esta funcdo g € a inversa de uma enumeragao de um conjunto
de pares. Tais funcdes chamam-se fungdes de emparelhamento.

g(n,m) =

Defini¢dao 5.8 (Fungdao de emparelhamento). Uma  funcdo
f:AXx B — N é uma fun¢do de emparelhamento aritmética se f
for injetiva. Dizemos também que f codifica A X B, e que f(x,y)
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€ o codigo de (x,y).

Podemos usar fun¢des de emparelhamento para codificar, por
exemplo, pares de nimeros naturais; ou, em outras palavras, po-
demos representar cada par de elementos por um #nico numero.
Usando a inversa da fun¢ao de emparelhamento, podemos desco-
dificar o numero, isto é, determinar que par representa.

5.5 Conjuntos Nao Enumeraveis

O conjunto N dos ntimeros naturais é infinito. Também ¢ trivi-
almente enumeravel. O fato notavel, porém, é que existem con-
juntos ndo enumerdveis, isto €, conjuntos que nao sao enumeraveis
(ver Definicao 5.2).

Isto pode surpreender. Afinal, dizer que 4 é ndo enumeravel
é dizer que ndo existe bijecao f: N — 4; isto €, nenhuma func¢ao
que mapeie os infinitos membros de N para A esgota todo 4.
Logo, se 4 é nao enumeravel, ha “mais” membros em 4 do que
numeros naturais.

Para provar que um conjunto é nio enumeravel, é preciso
mostrar que ndo pode existir uma bijecdo adequada. A melhor
forma é mostrar que qualquer tentativa de enumerar membros
de A4 tem de deixar pelo menos um membro de fora; isto mostra
que nenhuma funcdo f: N — 4 é sobrejetiva. Uma estratégia
geral para o estabelecer é usar o método diagonal de Cantor. Dada
uma lista de membros de 4, digamos x;, xg, ..., construimos
outro membro de 4 que, pela sua construcdo, ndo pode estar
nessa lista.

Tudo isto compreende-se melhor com um exemplo. O nosso
primeiro exemplo é o conjunto B de todas as cadeias infinitas
de Os e 1s. (O simbolo ‘B’ significa binario, e podemos pensar
nele como o conjunto de dois elementos {0,1}.)

Teorema 5.9. B ¢ nao enumerdvel.
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Prova. Considere-se qualquer enumeragao de um subconjunto de
B®. Temos entdo uma lista s, s1, 52, ... em que cada s, é uma ca-
deia infinita de Os e 1s. Seja s,(m) o m-ésimo digito da cadeia s,.
Podemos pois pensar na lista como uma matriz, colocando s,(m)
na n-ésima linha e m-ésima coluna:

0 1 2 3
$0(0) | s0(1) | s0(2) | s0(3)
51(0) | s1(1) | 51(2) | 51(3)
52(0) | 52(1) | s2(2) | s2(3)
53(0) | s3(1) | s3(2) | s3(3)

WIN| | O

Construiremos agora uma cadeia infinita, d, de Os e 1s que ndo
esta nesta lista, especificando cada uma das suas entradas, isto
é, d(n) para todo n € N. Intuitivamente, lemos a diagonal da
matriz acima (dai o nome “método diagonal”) e trocamos cada
0 por 1 e cada 1 por 0. De modo mais abstrato, definimos d(n)
como 0 ou 1 consoante o n-ésimo membro da diagonal, s,(n),
seja 1 ou 0, isto é:

d(n) = 1 sesu(n)=0
"= 0 sesy(n)=1

Claramente d € B“, pois é uma cadeia infinita de Os e 1s. Mas
construimos d de modo que d(n) # s,(n) para qualquer n € N,
isto é, d difere de s, na sua n-ésima entrada. Logo d # s, para
qualquer zn € N, pelo que d ndo pode estar na lista s, 51, 5, ...
Mostramos assim que, dada uma enumerac¢ao arbitraria de
algum subconjunto de B, ela omite algum membro de B“. Logo
nao existe enumeragao do conjunto B¢, isto é, B“ é ndo enume-
ravel. O

Este método de prova chama-se “diagonalizacao” porque usa
a diagonal da matriz para definir 4. Contudo, a diagonalizagao
nao exige necessariamente uma matriz. De fato, podemos mos-
trar que um conjunto é nao enumeravel por uma ideia semelhante
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mesmo quando niao ha matriz nem diagonal literal. O resultado
seguinte ilustra como.

Teorema 5.10. 9(N) ndo ¢ enumerdvel.

Prova. Procedemos da mesma forma, mostrando que qualquer
lista de subconjuntos de N omite algum subconjunto de N. Supo-
nhamos, pois, que temos uma lista Ny, N1, Vg, . .. de subconjuntos
de N. Definimos um conjunto D assim: n € D sse n ¢ N,:

D={neN:n¢N,}

Claramente D C N. Mas D ndo pode estar na lista: por constru-
cdo, n € D sse n ¢ N,, logo D # N, para qualquer n € N. m|

A prova precedente ndo mencionou uma diagonal. Ainda
assim, pode pensar-se nela como envolvendo uma diagonal, ima-
ginando os conjuntos Ny, MVi, ... dispostos numa matriz em que
escrevemos N, na n-ésima linha colocando m na m-ésima coluna
sse m € N,. Por exemplo, se os primeiros quatro conjuntos da
lista sao {0,1,2,...}, {1,3,5,...},{0,1,4} e {2,3,4,. ..}, a matriz
comegcaria com

No={0, 1, 2, }
M={ 1 3, 5, }
Ny ={0, 1, 4 }
N3 ={ 2, 3, 4, }

Entao D é o conjunto obtido percorrendo a diagonal, pondo n €
D sse n nao esta na diagonal. No caso acima, excluiriamos 0 e 1,
incluiriamos 2, excluiriamos 3, etc.

5.6 Reducido

Provamos que B“ é ndo enumeravel por um argumento de diago-
nalizacdo. Usamos um argumento semelhante para mostrar que
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9(N) é nao enumeravel. Ha outra forma de provar que p(IN) é
nao enumeravel: mostrar que se 9(N) ¢ enumerdvel entdo B tam-
bém ¢ enumerdvel. Como sabemos que B“ é nao enumeravel, segue
que 9(N) também o é.

Isto chama-se reduzir um problema a outro. Neste caso, re-
duzimos o problema de enumerar B ao problema de enume-
rar 9(N). Uma solugdo para este tltimo—uma enumeragdo de
¢(N)—daria uma soluc¢do para o primeiro—uma enumeragao de
B«.

Para reduzir o problema de enumerar um conjunto B ao de
enumerar um conjunto 4, indicamos uma forma de transformar
uma enumeracio de 4 numa enumeracio de B. A forma mais
simples é definir uma sobrejecdo f: 4 — B. Se x1, x9, ... enu-
meram A4, entdo f(x1), f(x2), ... enumerariam B. No nosso
caso, procuramos uma sobrejecdo f: p(N) — B“.

Prova do Teorema 5.10 por redugdo. Para a redugao, suponhamos
que p(N) é enumeravel e portanto que existe uma enumeragao
N1, No, N3, ...

Definimos a func¢ao f: p(IN) — B® pondo f(N) igual a ca-
deia s; tal que sz(n) =1 sse n € N, e sz(n) = 0 caso contrario.

Isto define claramente uma funcao, pois sempre que N C N,
qualquer z € N ou é um membro de N ou néo é. Por exemplo, o
conjunto 2N = {2n : n € N} = {0,2,4,6,. ..} dos naturais pares é
mapeado para a cadeia 1010101...; @ é mapeado para 0000.. .;
N ¢é mapeado para 1111....

Também é sobrejetiva: toda a cadeia de 0Os e 1s corresponde a
algum conjunto de ntimeros naturais, nomeadamente aquele que
tem como membros os naturais nas posicdes em que a cadeia
tem um 1. Com mais precisao, se s € B, defina-se N C N por:

N={neN:s(n)=1}

Entao f(N) = s, como se verifica consultando a definicao de f.
Consideremos agora a lista

f(Nl)’f(NQ)’f(NS),. ..
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Como f é sobrejetiva, todo o membro de B“ tem de aparecer
como valor de f para algum argumento, e portanto na lista. Esta
lista teria de enumerar todo B®.

Logo, se p(N) fosse enumeravel, B seria enumeravel. Mas
B é nao enumeravel (Teorema 5.9). Logo ¢(IN) é ndo enumera-
vel. O

5.7 Equinumerosidade

Temos uma noc¢ao intuitiva do “tamanho” dos conjuntos, que
funciona bem para conjuntos finitos. E quanto aos infinitos? Se
quisermos uma forma formal de comparar os tamanhos de dois
conjuntos de qualquer cardinalidade, é boa ideia comegar por
definir quando dois conjuntos tém o mesmo tamanho. Eis Frege:

Se um garcom quer ter certeza de que pos exatamente
tantas facas quantos pratos sobre a mesa, nao precisa
contar nem uns nem outros, se simplesmente puser
uma faca a direita de cada prato, de modo que cada
faca na mesa fique a direita de algum prato. Os pra-
tos e as facas ficam assim correlacionados de modo
unico, e de fato por essa mesma relacdo espacial.

(Frege, 1884, § 70)

A intuicdo central desta passagem traduz-se numa definicao for-
mal:

Definigao 5.11. A é equinumeroso a B, escrevendo-se 4 ~ B, sse
existir uma bijecao f: 4 — B.

Proposicao 5.12. A4 relagao de equinumerosidade é uma relacao de
equivaléncia.

Prova. E preciso mostrar que a equinumerosidade € reflexiva, si-
métrica e transitiva. Sejam 4, B e C conjuntos.
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Reflexividade. A aplicagao identidade Idy: 4 — A4, com
Id4(x) = x para todo x € 4, é uma bijecao. Logo 4 ~ 4.

Simetria. Suponhamos 4 ~ B, isto é, que existe uma bijecao
f: A — B. Como f é bijetiva, a inversa f ! existe e também é
bijetiva. Logo f~1: B — A é uma bije¢ao, pelo que B ~ 4.

Transitividade. Suponhamos 4 ~ B e B =~ C, isto é, que
existem bijecoes f: A — B e g: B — (C. Entdao a composigao
gof:A— C ébijetiva, logo 4 = C. o

Proposicao 5.13. Se A~ B, entdo A é enumerdvel se e s6 se B o ¢é.

Prova. Suponhamos 4 ~ B, logo existe alguma bijecao f: 4 —
B, e suponhamos que A4 é enumeravel. Entao ou 4 = 0 ou existe
uma bijecdo g cujo contradominio é 4 e cujo dominio é N ou um
segmento inicial de niimeros naturais. Se 4 = 0, entdo B = ()
também (caso contrario existiria algum y € B sem x € 4 tal que
g(x) = »). Suponhamos entdo que temos a bijecdao g. Entao fog
¢ uma bijecdo com contradominio B e dominio o mesmo que o
de g (isto é, N ou um segmento inicial), logo B é enumeravel.
Se B é enumeravel, obtemos que A é enumeravel repetindo o
argumento com a bijecio f~1: B — 4 em lugar de f. o

5.8 Conjuntos de Tamanhos Diferentes e o
Teorema de Cantor

Apresentamos uma formulac¢ao precisa da ideia de que dois con-
juntos tém o mesmo tamanho. Também podemos precisar a ideia
de que um conjunto é menor que outro. A nossa definicao de “é
menor do que (ou equinumeroso)” exigira, em vez de uma bije-
cao entre os conjuntos, uma inje¢ao do primeiro para o segundo.
Se tal funcdo existir, o tamanho do primeiro conjunto é menor
ou igual ao do segundo. Intuitivamente, uma inje¢do de um con-
junto em outro garante que a imagem da func¢ao tem pelo menos
tantos membros quanto o dominio, pois ndo ha dois membros
do dominio que vao parar ao mesmo membro da imagem.
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Definicao 5.14. A ndo ¢ maior do que B, escrevendo-se 4 < B, sse
existir uma injecao f: 4 — B.

E claro que isto é uma relacao reflexiva e transitiva, mas nao
simétrica (fica como exercicio). Podemos ainda introduzir uma
no¢ao que diz que um conjunto é (estritamente) menor que outro.

Defini¢ao 5.15. A é menor do que B, escrevendo-se 4 < B, sse
existir uma inje¢do f: 4 — B mas nao existir bijecdo g: 4 — B,
istoé, A< BeA#B.

E claro que esta relagdo é irreflexiva e transitiva. (Também
fica como exercicio.) Com esta notacao, um conjunto 4 é enu-
meravel sse 4 < N, e 4 é ndo enumeravel sse N < 4. Isto permite
reformular o Teorema 5.10 como a observacao de que N < p(N).
De fato, Cantor (1892) provou que este ultimo ponto é completa-
mente geral:

Teorema 5.16 (Cantor). 4 < ¢(A4), para qualquer conjunto A.

Prova. A aplicacao f(x) = {x} é uma injecdo f: A — p(4), pois
se x # y, entdo também {x} # {y} por extensionalidade, logo
f(x) # f(y). Temos pois 4 < p(A4).

Resta mostrar que 4 # p(A4). Por redug¢ao ao absurdo, suponha-
mos 4 = p(4), isto é, que existe alguma bijecio g: 4 — p(4).
Consideremos:

D={xecAd:x¢g(x)}

Note-se que D C 4, logo D € p(A). Como g € uma bijecao, existe
algum y € 4 tal que g(y) = D. Mas entao:

yeg(y)sseyeDsseyég(y).

Isto é uma contradi¢do; logo 4 # 9(A4). O
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E instrutivo comparar a prova do Teorema 5.16 com a do
Teorema 5.10. Ali mostramos que, para qualquer lista Ny, Ni,
Ny, ..., de subconjuntos de N, podemos construir um conjunto D
de ntimeros garantidamente fora da lista. Estava garantido que
nio estava na lista porque n € N, sse n ¢ D, para todo n € N.
Seguimos a mesma ideia aqui, exceto que os indices 7 sdo agora
membros de 4 em vez de N. O conjunto D esta definido de modo
a diferir de g(x) para cada x € 4, porque x € g(x) sse x ¢ D.

A prova vale também a pena comparar com a do Paradoxo
de Russell, Teorema 2.29. De fato, o Teorema de Cantor foi a
inspiracdo para o paradoxo de Russell.

5.9 A Nocao de Tamanho e
Schroder-Bernstein

Eis um pensamento intuitivo: se 4 ndo é maior do que B e B
nao é maior do que 4, entdo 4 e B sao equinumerosos. Seja-
mos honestos: se isto estivesse errado, dificilmente poderiamos
justificar que a noc¢do definida de equinumerosidade tem a ver
com comparacoes de “tamanhos” entre conjuntos. Felizmente, o
pensamento intuitivo esta certo. Isto justifica-se pelo Teorema de
Schréder-Bernstein.

Teorema 5.17 (Schroder-Bernstein). Se 4 < B ¢ B <X A, entao
A~ B.

Em outras palavras, se existir uma injecdo de A para B e
uma injecao de B para 4, entdo existe uma bijecao de 4 para B.

Este resultado é, contudo, realmente bastante dificil de
provar. De fato, embora Cantor o tivesse enunciado, outros
provaram-no.” Por agora, pode (e deve) aceita-lo como verda-
deiro.

Felizmente, Schréder-Bernstein é correto e legitima pensarmos
nas relacdes que definimos, isto é, 4 ~ B e 4 < B, como tendo a

?Para mais sobre a historia, ver por exemplo Potter (2004, pp. 165-6).
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ver com “tamanho”. Além disso, Schroder-Bernstein é muito ##il.
Pode ser dificil imaginar uma bijecao entre dois conjuntos equi-
numerosos. O Teorema de Schréder-Bernstein permite decompor
a comparacio em casos em que sO precisamos de uma injecdo do
primeiro para o segundo e vice-versa.

5.10 Cantor na Reta e no Plano

Algumas circunstancias em torno da prova de Schréder-Bernstein
relacionam-se com a histéria que discutimos em Sec¢ao 1.3. Recor-
demos que, em 1877, Cantor provou que ha tantos pontos num
quadrado quanto num dos seus lados. Aqui apresentaremos a
sua prova (primeira tentativa).

Seja L o intervalo unitario, isto é, o conjunto de pontos [0,1].
Seja S o quadrado unitario, isto é, o conjunto de pontos L x L.
Nestes termos, Cantor provou que L ~ S. Escreveu uma nota a
Dedekind, que continha essencialmente o seguinte argumento.

Teorema 5.18. L~ S

Prova: primeira parte.. Fixemos a,b € L. Escrevamos a e b em
notacao binaria, de modo que temos sequéncias infinitas de Os e
1s, a1, ay, ..., e by, by, ..., tais que:

a =0.a1a9az3ay . ..

b =0.01b2b3b4 . ..
Consideremos a fun¢ido f: S — L dada por

f(a,b) = 0.a1b1a2b2a3b3a4b4 e

A funcao f é uma injecao, pois se f(a,b) = f(¢,d), entdo a, = ¢,
e b, =d, paratodon € N,logoa=ceb=4d. o

Infelizmente, como Dedekind apontou a Cantor, isto nao res-
ponde a questdo original. Considere-se 0.10 = 0.1010101010. . ..
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Para que f(a,b) = 0.10, seria preciso:

a=01i=0.111111...
b=0

Mas a = 0.11 = 1. Assim, quando dizemos “escrever a e b em
notacao binaria”, temos de escolher qual notagao usar; e, como
f deve ser uma fung¢do, sé6 podemos usar uma das duas notagoes
possiveis. Mas se, por exemplo, usarmos a notac¢do simples e
escrevermos a como “1.000...”, entdo ndo existe par (a,b) tal
que f(a,b) = 0.10.

Em resumo: Dedekind observou que, dada a possibilidade
de certas expansoes binarias periddicas, a fun¢ao f de Cantor é
uma injecdo mas ndo € uma sobrejecao. Cantor tinha mostrado
apenas que S X L e ndo que S ~ L.

Cantor respondeu a Dedekind quase de imediato, sugerindo
essencialmente que a prova poderia completar-se assim:

Prova: completada.. Mostramos que S < L. Mas é 6bvio que existe
uma injecdo de L para S: basta “deitar” a reta sobre um lado do
quadrado. Logo L < S e S X L. Pelo teorema de Schréder—
Bernstein (Teorema 5.17), L = S. O

Claro que Cantor nao podia justificar a tltima linha nestes
termos, pois o teorema de Schréder-Bernstein ainda nao estava
provado. De fato, embora Cantor viesse a formula-lo como con-
jectura geral, s6 viria a ser provado de modo satisfatério em 1897.
(E assim, mais tarde em 1877, Cantor deu outra prova de Teo-
rema 5.18, que nao passava por Schroder—Bernstein.)

5.11 Apéndice: Curvas Preenchedoras de
Espaco de Hilbert

No capitulo Secdo 1.3, mencionamos que a prova de Cantor de
que uma reta e um quadrado tém exatamente o mesmo nimero
de pontos (Teorema 5.18) levou Peano a perguntar se poderia
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existir uma curva que preenchesse o espaco. Obteve resposta
afirmativa em 18go. Nesta seccao explicamos (de modo informal)
como construir a curva preenchedora de espaco de Hilbert (com
um pequeno ajuste).?

Temos de definir uma fungao, %, como limite de uma sequén-
cia de fungdes Ay, ko, A3, ... Primeiro descrevemos a construcio.
Depois mostramos que preenche o espaco. Depois mostramos
que € uma curva.

Tomaremos a imagem de 4 como sendo o quadrado unitario,
S. Eis a nossa primeira aproximacao a £, isto é, fA:

Para orientacdo, impusemos uma grelha 2 X 2 ao quadrado. Po-
demos pensar na curva como comec¢ando no quadrante inferior
esquerdo, indo para o superior esquerdo, depois para o superior
direito e finalmente para o inferior direito. Eis a segunda etapa
da construcio, isto é, hy:

As cores diferentes ajudam a explicar como /; foi construida. Co-
locamos primeiro cépias reduzidas do trogo nao-vermelho de /;

3Para uma explicacdo mais rigorosa, ver Rose (2010). O ajuste consiste
em incluir as partes vermelhas das curvas abaixo. Isto torna ligeiramente mais
facil verificar que a curva é continua.
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no inferior esquerdo, superior esquerdo, superior direito e infe-
rior direito do quadrado (tragadas a preto). Depois ligamos estas
quatro figuras (com linhas verde). Por fim, ligamos a figura ao
contorno do quadrado (com linhas vermelho).

Passamos a /3. Tal como £y foi feita a partir de quatro copias
ligadas e reduzidas do troco nao vermelho de %1, 43 compde-se de
quatro copias reduzidas do tro¢o nao vermelho de 49 (a preto),
que depois se unem (com linhas verde) e se ligam ao contorno
do quadrado (com linhas vermelho).

-
L L
I I I I
— 11 'L
S R oy B &
L [ ] N
[ 1]

Agora vé-se o padrao geral para definir 4,1 a partir de 4,. Por
fim definimos a curva % em si considerando o limite ponto a ponto
destas funcdes sucessivas 41, Ay, ... Isto é, para cada x € S:

h(x) = lim hy(x)

Mostramos agora que esta curva preenche o espaco. Ao tragar
hy, impomos uma grelha 2" x 2" sobre S. Pelo teorema de Pita-
goras, a diagonal de cada célula da grelha tem comprimento:

(12)” + (1fr)? = 207"

e é evidente que /4, passa por todas as células. Logo cada ponto
de S estd a uma distancia no maximo 202" de algum ponto de 4,,.
Mas £ € definida como o limite das funcées £1, ko, A3, ... Assim,
a distancia maxima de qualquer ponto a £ é dada por:

lim 26~ = 0.

n—00
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Ou seja: todo o ponto de S estd a distancia 0 de 4. Em outras pa-
lavras, todo o ponto de S situa-se sobre a curva. Logo & preenche
o espago!

Resta mostrar que £ €, de fato, uma curva. Para isso é preciso
definir o conceito. A definicio moderna baseia-se na de Jordan,
de 1887 (isto é, poucos anos antes da primeira curva preenche-
dora de espaco):

Defini¢do 5.19. Uma curva é uma aplicacdo continua de L para
RZ.

Isto € bastante intuitivo: uma curva €, intuitivamente, uma
aplicacdo “suave” que leva uma reta canonica para o plano R2.
A nossa fungao £ é de fato uma aplicagio de L para R?. Logo
s6 precisamos de mostrar que % é continua. Definimos continui-
dade em Secdo 1.2 com a notagdo /6. Em linguagem corrente,
queremos estabelecer o seguinte: Se especificar um ponto p em S,
Jjuntamente com qualquer nivel de precisdo €, podemos encontrar um in-
tervalo aberto de L tal que, dado qualquer x nesse intervalo, h(x) fica
a uma distancia inferior a & de p.

Assim: suponhamos que p e & estdo fixos. Isto corresponde,
em efeito, a tracar um circulo com centro p e raio € sobre S. (O
circulo pode sair para fora de S, mas nao importa.) Recordemos
que, ao descrever A,, tracamos uma grelha 2" x 2" sobre S. E
6bvio que, por pequeno que seja &, existe algum 7 tal que alguma
célula individual da grelha 2" x2" sobre S fica inteiramente dentro
do circulo com centro p e raio &.

Tomemos esse 7, e seja I a maior parte aberta de L que
h, mapeia inteiramente para a célula relevante. (E claro que 7
existe, pois ja notamos que 4, passa por todas as células da grelha
2" x 2".) Basta agora mostrar que, sempre que x € I, o ponto
h(x) pertence a mesma célula. E, para isso, basta mostrar que
hn(x) pertence a mesma célula, para qualquer m > n. Mas isto
é obvio. Se considerarmos o que acontece com £, para m > n,
vemos que exatamente a “mesma parte” do intervalo unitario é
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mapeada para a mesma célula; apenas a descrevemos de modo
cada vez mais esticado e sinuoso.

Problemas

Problema 5.1. Mostre que um conjunto 4 é enumeravel se e s6
se 4 = 0 ou existe uma sobrejecdo f: N — A. Mostre que 4 é
enumeravel se e s se existe uma injecao g: 4 — N.

Problema 5.2. Defina uma enumerac¢ao dos quadrados perfeitos
1,4,9,16, ...

Problema 5.3. Mostre que se A e B sdo enumeraveis, entdo AUB
também é.

Problema 5.4. Mostre por inducdo em z que se A1, 4o, ..., 4,
sdo todos enumeraveis, entio 4A; U --- U A, também é.

Problema 5.5. Mostre que (Z*)" é enumeravel, para todo n € N.

Problema 5.6. Mostre que (Z*)* é enumeravel. Pode assumir
PROBLEMA 5.5.

Problema 5.7. Dé uma enumeragao do conjunto de todos os nu-
meros racionais nao negativos.

Problema 5.8. Mostre que Q é enumeravel. Recordemos que
qualquer numero racional se pode escrever como uma fragao z/m
com z € Z, m € N*,

Problema 5.9. Defina uma enumeragao de B*.

Problema 5.10. Recordando o curso introdutério de logica,
cada tabela de verdade possivel exprime uma func¢ao de verdade.
Em outras palavras, as fun¢des de verdade sdao todas as fungoes
de B¥ — B para algum k. Prove que o conjunto de todas as
funcoes de verdade é enumeravel.
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Problema 5.11. Mostre que o conjunto de todos os subconjuntos
finitos de um conjunto infinito enumeravel arbitrario é enumera-
vel.

Problema 5.12. Um subconjunto de N diz-se confinito sse for o
complemento de um conjunto finito; isto é, 4 C N é confinito
sse N'\ 4 for finito. Seja 7 o conjunto cujos membros sdo exata-
mente os subconjuntos finitos e confinitos de N. Mostre que 7 é
enumeravel.

Problema 5.13. Mostre que a unido enumeravel de conjuntos

enumeraveis é enumeravel. Isto é, sempre que Aj, A4, ... sdo
. r r -~ o~ (oo}

conjuntos e cada 4; é enumeravel, entdo a unido | J;2, 4; de todos

eles também ¢é enumeravel. [Nota: isto é dificil!]

Problema 5.14. Seja f: A x B — N uma fun¢do de emparelha-
mento arbitraria. Mostre que a inversa de f é uma enumeracao
de A X B.

Problema 5.15. Especifique uma fungdo que codifique N°.

Problema 5.16. Mostre que o conjunto de todas as fungoes
f:N — N é ndo enumeravel por um argumento diagonal ex-
plicito. Isto é, mostre que, se fi, fo, ... € uma lista de fungoes
e cada f;: N — N, entdo existe alguma g: N — N que nao esta
nesta lista.

Problema 5.17. Mostre que, se existir uma funcdo injetiva
g: B — 4, e B for ndo enumeravel, entao 4 também o é. Faca-o
mostrando como pode usar g para transformar uma enumeracao
de 4 numa de B.

Problema 5.18. Mostre que o conjunto X de todas as fungoes
f: N — N é ndo enumeravel por um argumento de reducao (Su-
gestdo: dé uma funcao sobrejetora de X para B“.)
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Problema 5.19. Mostre que o conjunto de todos os conjuntos de
pares de ntimeros naturais, isto é, (N X N), é ndo enumeravel
por um argumento de reducgao.

Problema 5.20. Mostre que N, o conjunto das sequéncias infi-
nitas de nimeros naturais, € ndo enumeravel por um argumento
de reducio.

Problema 5.21. Seja § o conjunto de todas as sobrejecoes de
N para o conjunto {0,1}, isto é, S consiste em todas as sobreje-
¢oes f: N — B. Mostre que S é ndo enumeravel.

Problema 5.22. Mostre que o conjunto R de todos os nimeros
reais € ndo enumeravel.

Problema 5.23. Mostre que, se 4 ~ Ce B~ D,e ANB =
CND=0,entaio AUB =~ CUD.

Problema 5.24. Mostre que, se 4 é infinito e enumeravel, entao
A=N.

Problema 5.25. Mostre que ndo pode existir uma injecdo
g: 9(4) — A, para qualquer conjunto 4. Sugestdo: suponha
g: 9(4) — A injetiva. Considere D = {g(B) : BC Ae g(B) ¢
B}. Seja x = g(D). Use o fato de g ser injetiva para obter uma
contradicao.



CAPITULO 6

Aritmetizacdo

No Capitulo 1, consideramos parte do enquadramento histérico,
nomeadamente por que temos sequer teoria dos conjuntos. Capi-
tulos 2 a 5 percorreram depois alguns principios da teoria ingé-
nua dos conjuntos. Compreendemos assim, de modo ingénuo,
como construir relacoes e funcdes, comparar os tamanhos dos
conjuntos e coisas desse género.

Com isto assimilado, podemos abordar algumas das primei-
ras conquistas da teoria dos conjuntos na redu¢do (em certo sen-
tido) de grandes parcelas da matematica a teoria dos conjuntos
e a aritmética. Esse é o objetivo deste capitulo.

6.1 De N para Z

Eis duas constata¢des basicas (no sentido de “ideias que rete-
mos”):

1. Todo inteiro pode escrever-se na forma n—m, com n,m € N.

2. A informacao codificada numa expressao n—m pode igual-
mente codificar-se por um par ordenado (n,m).

Ja sabemos que os pares ordenados de nimeros naturais sdo os
membros de N?; estamos a assumir, também, que compreende-
mos N. Eis uma sugestdo ingénua, fundada nestas duas consta-
tacoes: tratar os inteiros como pares ordenados de nimeros naturais.

76
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De fato, esta sugestdo é demasiado ingénua. Obviamente,
queremos que seja verdade que 0—2 = 4—6. Mas, evidentemente,
(0,2) # (4,6). Logo, nao podemos simplesmente dizer que N? ¢
o conjunto dos inteiros.

Generalizando a partir do problema precedente, o que que-
remos € o seguinte:

a-b=c—dssea+d=c+5b

(Deve ser 6bvio que assim é que os inteiros devem comportar-se:
basta somar b e d a ambos os lados.) A forma facil de garantir
este comportamento é definir uma relagido de equivaléncia entre
pares ordenados, ~, do seguinte modo:

(a,b) ~{c,d) ssea+d=c+b

Resta-nos mostrar que isto é uma relacio de equivalén-
cia.

Proposicao 6.1. ~ ¢ uma relag¢do de equivaléncia.

Prova. Ha que mostrar que ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.
Reflexividade: Evidentemente (a,b) ~ (a,b), pois a+b = b+a.
Simetria: Suponhamos (a,b) ~ (¢,d), logo a+d = ¢+b. Entao

¢c+b=a+d, pelo que (c.d) ~ (a,b).

Transitividade: Suponhamos (a,b) ~ (c,d) ~ (m,n). Logo,
a+d=c+bec+n=m+d. Assima+d+c+n=c+b+m+d,

e portanto a + n = m + b. Logo, (a,b) ~ (m,n). O

Podemos agora usar esta relacdo de equivaléncia para formar
classes de equivaléncia:

Definic¢ao 6.2. Os inteiros sdo as classes de equivaléncia, sob ~,
dos pares ordenados de nimeros naturais; isto é, Z = N?/..

Agora, podem surgir varias reacdes filoséficas distintas face a
esta definicdo estipulativa. Antes de as considerarmos, porém,
vale a pena continuar com alguns pormenores técnicos.
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Tendo dito o que sdo os inteiros, precisamos de definir fun-
coes e relacdes basicas sobre eles. Escrevamos [m,n]. para a
classe de equivaléncia sob ~ que tem (m,n) como um membro."
Isto é:

[m,n]. = {{a,b) € N*: (a,b) ~ (m,n)}

Apresentamos, pois, algumas defini¢oes:

[a,b]. + [c,d]. =[a+c,b+d]-
[a,b]. X [¢,d]~ = [ac + bd,ad + bc]~
[a,b]. <[c,d].ssea+d<b+c

(Como ¢€ habitual, uso ‘ad’ no sentido de ‘(ax )’, s6 para tornar
os axiomas mais legiveis.) Ha, ainda, que garantir que estas defi-
nicoes se comportam como devem. Explicitar o que isto significa,
e verifica-lo, é trabalhoso; relegamos os pormenores a Secao 6.6.
Em resumo, contudo: tudo funciona!

Resta um ultimo ponto. Construimos os inteiros a partir dos
numeros naturais. Isto significa que os naturais ndo sdo, eles pro-
prios, inteiros. Voltaremos ao significado filoséfico disto na Se-
cao 6.5. Do ponto de vista puramente técnico, porém, precisa-
mos de alguma forma de tratar nimeros naturais como inteiros.
A ideia é simples: para cada n € N, estipulamos nz = [n,0].. Ha
que confirmar que esta definicio é bem comportada, isto é, que
para quaisquer m,n € N

myz + ny

(m+n)z
(mXmn)z =mgzXng
m<nemgz<ng
Mas isto é bastante direto. Por exemplo, para mostrar que a

segunda condi¢ao se verifica, podemos apoiarnos no comporta-
mento dos naturais e raciocinar assim:

(m X n)z =[mxn,0].

Nota: com a notagdo introduzida na Definicio 3.11, escreveriamos
[(m,n)]. para o mesmo objeto; isso, porém, torna a leitura um pouco mais
dificil.
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=[mXxn+0x0,mx0+0xn].
[m,0]. % [#,0].

myz X ny,

Deixamos como exercicio confirmar que as outras duas condi¢oes
se verificam.

6.2 De Z para Q

Acabamos de ver como construir os inteiros a partir dos na-
turais, usando alguma teoria ingénua dos conjuntos. Veremos
agora como construir os racionais a partir dos inteiros, de modo
muito semelhante. As constatacdes iniciais sao:

1. Todo racional pode escrever-se na forma i/, onde i e j sdo
inteiros, mas j € diferente de zero.

2. A informacdo codificada numa expressao i/; pode igual-
mente codificar-se num par ordenado (i, j).

A abordagem 6bvia seria pensar nos racionais como pares orde-
nados de Zx (Z\ {0z}). Como antes, porém, isso seria um pouco
demasiado ingénuo, pois queremos 3/2 = 6/4, mas (3,2) # (6,4).
Mais geralmente, quereremos o seguinte:

alp =c/ld sse aXd =bXc¢

Para obter isto, definimos uma rela¢do de equivaléncia em Z X (Z \
{0z}) assim:
(a,b) - {¢c,d) sseaxd=bXc

Ha que verificar que isto é uma rela¢ao de equivaléncia. E muito
parecido com o caso de ~, e deixamo-lo como exercicio. Mas
isto permite-nos dizer o seguinte:
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Definic¢ao 6.3. Os racionais sdao as classes de equivaléncia, sob
~, dos pares de inteiros (cujo segundo elemento € nao nulo). Isto

€, Q= (Zx(2\{0z}))/-.

Tal como para os inteiros, queremos também definir algumas
operacdes basicas. Sendo [i, j].. a classe de equivaléncia sob -
com (7, j) como um membro, definimos:

[a,b]. + [c,d]. = [ad + bc,bd]..
[a,b]. X [c,d]. = [ac,bd]..

Para definir » < s nestes racionais, usamos o fato de que r <'s

sse s — r nao é negativo, isto é, r — s pode escrever-se como i/;
com ¢ ndo negativo e j positivo:

[a,b]. < [c.d]. sse [¢,d]. —[a,b]. = [iz, jz]-

paraalgumi e Ne O # j € N.

Depois ha que verificar que estas definicdes se comportam
como devem; relegamo-lo a Secao 6.6. Mas de fato comportam-
se! Por fim, queremos alguma forma de tratar inteiros como raci-
onais; logo, para cada i € Z, estipulamos ig = [#,1z]... De novo,
verificamos na Secdo 6.6 que tudo isto se comporta corretamente.

6.3 A Reta Real

O passo seguinte é mostrar como construir os reais a partir dos
racionais. Antes disso, ha que perceber o que ha de distintivo nos
reais.

Os reais comportam-se de modo muito parecido com os ra-
cionais. (Tecnicamente, ambos sao exemplos de corpos ordenados;
para a defini¢do, ver Definicao 6.9.) Agora, se resolveu os exer-
cicios de Capitulo 5, saberd que héa estritamente mais reais do
que racionais, isto é, que Q < R. Cantor foi o primeiro a provar
isto. Ha, contudo, cerca de dois milénios e meio que se conhe-
cem numeros irracionais, isto ¢, reais que ndo sao racionais. De
fato:
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Teorema 6.4. V2 nao é racional, isto é, V2 ¢ Q

Prova. Suponhamos, por reductio, que V2 é racional. Entio
V2 = m/y para alguns nameros naturais m e n. De fato, pode-
mos escolher m e n de modo a que a fracdo nao possa ser mais
reduzida. Reorganizando, m? = 2n2. A partir daqui, completa-
mos a prova de duas formas:

Primeiro, geometricamente (seguindo Tennenbaum).” Conside-
remos estes quadrados:

O

Como m? = 2n?, a regido em que os dois quadrados de lado
se sobrepdem tem a mesma area que a regido que nenhum dos
dois quadrados cobre; isto é, a area do quadrado cor de laranja
é igual a soma das areas dos dois quadrados ndo sombreados.
Logo, se o quadrado cor de laranja tem lado p e cada quadrado
nio sombreado tem lado ¢, entdo p? = 2¢%. Mas entdo V2 = /g,
comp <m,q<mnep,q e N. Isto contradiz o fato de m e n terem
sido escolhidos tao pequenos quanto possivel.

Segundo, formalmente. Como m* = 2n%, segue-se que m ¢ par.
(E facil mostrar que, se x é impar, entio x? é impar.) Logo
m = 2r, para algum r € N. Rearranjando, 272 = 22, logo =
também é par. Assim m e n sdo ambos pares, e portanto a fracdo
m/u pode ser ainda reduzida. Contradicao!

De passagem, esta prova diagramatica permite relembrar o
material de Secao 1.4. Tennenbaum (1927-2006) era um mate-
matico inequivocamente moderno; mas a prova é inegavelmente
bela, completamente rigorosa e apela a intuicdo geométrica!

?Esta prova é relatada por Conway (2006).
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Em todo o caso: os reais sio “mais extensos” do que os ra-
cionais. Nalgum sentido, ha “lacunas” nos racionais, e os reais
preenchem-nas. Weierstrass apercebeu-se de que isto descreve
uma unica propriedade dos nimeros reais que os distingue dos
racionais, nomeadamente a propriedade de completude: Todo con-
Jjunto ndo vazio de niimeros reais com majorante tem um supremo (menor
magjorante).

E facil ver que os racionais nio tém a propriedade de com-
pletude. Por exemplo, considere-se o conjunto dos racionais me-
nores que V2, isto é:

{peQ:p*<20up<0}

Este conjunto tem um majorante nos racionais; os seus membros
sdo todos menores que 3, por exemplo. Mas qual é o seu su-
premo? Queremos dizer “V2”; contudo, acabamos de ver que
V2 ndo é racional. E nio existe racional minimo entre os que
sdo estritamente maiores que V2. Logo, o conjunto tem majo-
rante, mas nao tem supremo. Assim, os racionais nao satisfazem
a propriedade de completude.

Em contraste, o continuo “moralmente deveria” ter a propri-
edade de completude. Nio queremos apenas que V2 seja um
numero real; queremos preencher todas as “lacunas” da reta ra-
cional. Queremos, ainda, que o préprio continuo nao tenha “la-
cunas”. E exatamente isso que obteremos via completude.

6.4 De Q para R

Em esséncia, a propriedade de completude mostra que qualquer
ponto a da reta real divide essa reta em duas metades de modo
perfeito: numa, @ é o supremo; noutra, a é o infimo. Para cons-
truir os numeros reais a partir dos racionais, Dedekind sugeriu
que pensassemos nos reais simplesmente como os cortes que par-
ticionam os racionais. Isto é, identificamos V2 com o corte que
separa os racionais < V2 dos racionais > V2.
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Vamos por isto em ordem. Se cortarmos os racionais em
duas metades, podemos identificar de modo tnico a particao que
fizemos considerando apenas a metade inferior. Sendo precisos,
apresentamos a seguinte definicao:

Definic¢ao 6.5 (Corte). Um corte @ é qualquer segmento inicial
proprio ndo vazio dos racionais sem maximo. Isto é, @ é um
corte sse:

1. ndo vazio, proprio: 0 # « € Q
2. inicial: para todos p,g € Q: se p < g € @ entdo p € a
3. sem mdximo: para todo p € @ existe ¢ € @ tal que p < ¢

Entdao R é o conjunto dos cortes.

Podemos pois dizer que V2 = {p € Q : p> < 20up < 0}.
Claro que ha que verificar que isto ¢ de fato um corte, mas
relegamo-lo a Secao 6.6.

Como antes, tendo definido certas entidades, precisamos a
seguir de definir fun¢des e relacdes basicas sobre elas. Comeca-
mos por uma facil:

a<BsseaCp

Esta definicio de ordem permite enunciar o resultado central,
a saber que o conjunto dos cortes tem a propriedade de com-
pletude. Por extenso, o enunciado tem esta forma. Se § é um
conjunto nio vazio de cortes com majorante, entdo § tem su-
premo. Com mais pormenor: existe um corte, 4, que é majo-
rante de S, isto é, (Yo € §)a C 1, e 2 é 0 menor tal corte, isto
é, (VB8 € R)((Va € S)a € B — 1 C B). Segue-se a prova do
resultado:

Teorema 6.6. O conjunto dos cortes tem a propriedade de completude.

Prova. Seja S um conjunto ndo vazio de cortes com majorante.
Seja 4 = |JS. Comecamos por alegar que A4 € um corte:
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1. Como § tem majorante, pelo menos um corte pertence a
S, logo @ # 4. Como § é um conjunto de cortes, 4 C Q.
Como § tem majorante, algum p € Q esta ausente de todo
o corte @ € §. Logo p ¢ A, e portanto 4 C Q.

2. Suponhamos p < ¢ € 4. Entdo existe algum o € S tal que
g € a. Como @ é um corte, p € . Logo p € 1.

3. Suponhamos p € A. Entdo existe algum @ € § tal que
p € @. Como « é um corte, existe algum ¢ € « tal que
p < gq.Logo g €A.

Isto prova a alegacdo. Além disso, claramente (Vo € S)a C
US = 4, isto é, 1 é majorante de §. Suponhamos agora que
B € R também é majorante, isto é, (Vo € S)a C . Para qualquer
p € Q,se p e, entdo existe @ € S tal que p € a, logo p € B.
Generalizando, 4 C 3. Logo A é o supremo de S. o

Temos pois um conjunto de entidades que satisfaz a proprie-
dade de completude. Uma forma de o dizer é: ndo ha “lacunas”
nos nossos cortes. (Assim: tomar novos “cortes” de reais, em vez
de racionais, ndo produziria objetos novos interessantes.)

Segue-se a definicio de algumas operagdes sobre os reais.
Comecamos por embutir os racionais nos reais estipulando pr =
{g € Q: ¢ < p} para cada p € Q. Definimos entao:

a+p={p+g:pcangep}
axB={pxqg:0<pean0<qgeBlUO® sea,f>0r
Para tratar os outros casos da multiplica¢io, definamos primeiro:
—a={p-¢g:p<0ngia}
e estipulemos:
—a X —f sea<Ogepf <O

axXxfB=1-(-axB) sea<Ogep >0
—(ax-B) sea>0repf <O0r
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Depois ha que verificar que cada uma destas definicdes produz
sempre um corte. E, por fim, hd que fazer uma demonstragao
facil (mas longa) de que os cortes, assim definidos, se compor-
tam exatamente como devem. Mas relegamos tudo isto a Se-

cao 6.6.

6.5 Algumas Reflexdes Filosoficas

Quanto aos pormenores técnicos, por ora basta. Mas o que foi
que alcancaram?

Bem, de forma pouco contestavel, deram-nos uma matema-
tica pura belissima. Além disso, houve conquistas conceptuais
profundas. Foi um insight profundo perceber que a propriedade
de completude exprime a diferenca crucial entre os reais e os raci-
onais. Além disso, a construgdo explicita dos reais, como cortes
de Dedekind, pde o objeto de estudo da analise em bases solidas.
Sabemos que a nogao de corpo ordenado completo é coerente, pois
os cortes formam precisamente um tal corpo.

Todavia, importa também levantar algumas reservas quanto
a essas conquistas.

Primeiro, ndo é claro que pensar os reais em termos de cortes
seja mais rigoroso do que pensa-los nas suas expansdes decimais
familiares (eventualmente infinitas). Esta ultima “constru¢ao”
dos reais tem alguma semelhanca com a construgio via sequén-
cias de Cauchy; mas, de fato, era, essencialmente, conhecida dos
matematicos desde principios do século XVII (ver Secao 6.7). O
verdadeiro aumento de rigor veio da tomada de consciéncia de
que os reais tém a propriedade de completude; a possibilidade de
construir nimeros reais como conjuntos particulares talvez nao
seja, por si so, tao interessante.

E ainda menos claro que a aritmetizacdo (muito mais facil)
dos inteiros ou dos racionais aumente o rigor nessas areas. Aqui,
vale a pena uma observacao simples. Tendo construido os inteiros
como classes de equivaléncia de pares ordenados de naturais, e
depois construido os racionais como classes de equivaléncia de
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pares ordenados de inteiros, e depois construido os reais como
conjuntos de racionais, nos esquecemos de imediato das construgdes.
Em particular: ninguém quereria invocar estas construgdes no
decurso de uma prova matematica (exceto, claro, numa prova
de que as construgdes se comportam como deviam). E muito
mais facil falar de um real diretamente do que falar de algum
conjunto de conjuntos de conjuntos de conjuntos de conjuntos de
conjuntos de conjuntos de naturais.

O mais duvidoso, porém, é que estas defini¢des nos digam o
que os inteiros, racionais ou reais s@o, do ponto de vista metafisico.
Isto é, é duvidoso que os reais (digamos) sejam certos conjuntos
(de conjuntos de conjuntos...). A principal barreira a tal visao
€ que a construc¢ao poderia ter sido feita de muitas maneiras
diferentes. No caso dos reais, ha construc¢des genuinamente dife-
rentes e interessantes (ver Secao 6.7). Mas eis uma forma trivial
de obter construcdes diferentes: como em Secao 3.2, poderiamos
ter definido pares ordenados de modo ligeiramente diferente; se
tivéssemos usado essa nogao alternativa de par ordenado, as nos-
sas construcdes teriam funcionado exatamente tio bem como
funcionaram, mas teriamos acabado com objetos diferentes. As-
sim, ha muitas construgdes rivais, em teoria dos conjuntos, dos
inteiros, racionais e reais. Seria, ademais, arbitrario (e embara-
coso) afirmar que os inteiros (digamos) sao estes conjuntos, e nao
aqueles. (Como na Se¢ao 3.2, isto € um caso de um argumento
tornado célebre por Benacerraf 1965.)

Um outro ponto merece ser levantado: ha algo de bastante
estranho nas nossas construcoes. Comegamos pelos niimeros na-
turais. Depois, construimos os inteiros e construimos “o 0 dos
inteiros”, isto &, [0,0].. Mas 0 # [0,0].. De fato, dadas as nos-
sas construcoes, nenhum natural é um inteiro. Isto parece for-
temente contraintuitivo. Na Se¢ao 2.3, afirmamos, sem grande
argumento, que N C Q. Agora, se as constru¢des nos dissessem
exatamente o que sdo os numeros, esta afirmacdo seria trivial-
mente falsa.

Recuando um pouco, onde chegamos? Trabalhando numa te-
oria ingénua dos conjuntos e tomando os naturais como dados,
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podemos tratar inteiros, racionais e reais como certos conjun-
tos. Nesse sentido, podemos embutir as teorias destas entidades
numa teoria dos conjuntos. Mas a importancia filoséfica deste
embutimento ndo é assim tdo direta.

Claro que isto ndo é a ultima palavra! O ponto € apenas este:
mostrar que a aritmetizacao dos reais ¢ de profunda significacao
filosofica exigiria argumento filoséfico adicional.

6.6 Anéis e Corpos Ordenados

Ao longo deste capitulo, afirmamos que certas defini¢des se com-
portam “como devem”. Neste apéndice técnico, explicitaremos
o que queremos dizer com isso e (esbocaremos como) mostrar
que as defini¢des se comportam “corretamente”.

Na Secao 6.1, definimos adi¢cao e multiplicacdo em Z. Quere-
mos mostrar que, assim definidas, conferem a Z a estrutura que
“quereriamos” que tivesse. Em particular, a estrutura em causa
¢ a de um anel comutativo.

Defini¢ao 6.7. Um anel comutativo é um conjunto S, equipado
com elementos distintos 0 e 1 e operacdes + e X, que satisfazem
estas oito condicoes:

Associatividade a+(b+c)=(a+b)+c¢
(axb)xc=ax(bxXc)
Comutatividade a+b=b+a
axXb=bxa
Neutros a+0=a
axl=a
Simétrico aditivo (FbeSH0=a+b
Distributividade ax(b+c¢c)=(axb)+(axc)

Implicitamente, todas estas férmulas estdo quantificadas univer-
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salmente sobre §. Note-se que os elementos 0 e 1 aqui ndo tém
de ser os nimeros naturais com o mesmo nome.

Logo, para verificar que os inteiros formam um anel comuta-
tivo, basta verificar estas oito condi¢coes. Nenhuma é dificil de
estabelecer, mas o trabalho é um pouco laborioso. Por exemplo,
eis como provar associatividade, no caso da adigao:

Prova. Fixemos i, j,k € Z. Entao existem ay,b1,a9,b9,a3,b3 € N
tais que i = [a1,01] e j = [ag,b2] e k = [a3,b3]. (Por legibilidade,
escrevemos “[x,y]” em vez de “[x,y].”; faremos o mesmo ao
longo desta sec¢ao.) Entao:

i+ (j+k)=[a1,b1] + ([az,bo] + [as3,b3])

a1,b1] + [ag + a3, by + b3]

a1+ (ag + a3), b1 + (bo + b3)]

—_— — — —

= [(a1 + ag) + a3, (b1 + bg) + b3]
= [a1 + ag, b1 + by] + [as, b3]

= ([a1,61] + [ag,b9]) + [as, b3]
=(i+j)+k

apoiando-nos livremente no comportamento da adi¢do em N. O

Do mesmo modo, eis uma prova do simétrico aditivo:

Prova. Fixemos i € Z, de modo que i = [a,b] para alguns a,b €
N. Seja j = [b,a] € Z. Apoiando-nos no comportamento dos
naturais, (a + ) +0 = 0 + (a + ), logo (a + b,b + a) ~z (0,0)
por definicdo, e portanto [a + 6,6 + a] = [0,0] = 0z. Assim
i+j=1[ab] +[ba]l =[a+bb+a] =[0,0] =0z O

E eis uma prova da distributividade:

Prova. Como acima, fixemos i = [a1,01] e j = [a2,b2] e k =
[as,b3]. Entao:

i X (j+k)=[a1,b1] X ([ag,ba] + [as,b3])
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a1,b1] X [ag + a3, by + b3]
ai(ag + az) + b1(by + b3),a1(ba + b3) + b1(az + a3)]

aiag + ayjaz + blbg + blbg,albg + a1b3 + agbl + a3b1]

= ([a1,b1] X [ag,be]) + ([a1,b1] X [as,b3])
ixXj)+(ixk) O

[
[
[
[a1ag + b1bg,a1b9 + aob1] + [a1as + b1b3,a1b3 + asb1]
(
(

Deixamos como exercicio provar as cinco condicdes restan-
tes. Tendo feito isso, mostramos que Z constitui um anel comu-
tativo, isto é, que a adicdo e a multiplicacdo (assim definidas) se
comportam como devem.

Mas a tarefa nao termina. Para além de definir adicao e mul-
tiplicacdo em Z, definimos uma relacao de ordem, <, e ha que
verificar que esta se comporta como deve. Com mais pormenor,
ha que mostrar que Z constitui um anel ordenado.’

Defini¢ao 6.8. Um anel ordenado é um anel comutativo que esta
também equipado com uma relagao de ordem total, <, tal que:

a<b—oa+c<b+c
(a<bA0<c¢c)—Daxc<bXc

Como antes, é laborioso mas rotineiro mostrar que Z, tal
como construido, é um anel ordenado. Deixamo-lo ao leitor.

Isto trata dos inteiros. Mas agora precisamos de mostrar coi-
sas muito parecidas para os racionais. Em particular, ha que
mostrar que os racionais formam um corpo ordenado, com as nos-
sas definicoes de +, X e <:

3Como na Defini¢ao 3.16, uma ordem total é uma relacao reflexiva, tran-
sitiva, antissimétrica e conexa. No contexto de relacoes de ordem, a cone-
xividade é por vezes chamada tricotomia, pois, para quaisquer a e b, temos
a<bvVa=bvaxh.
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Defini¢ao 6.9. Um corpo ordenado é um anel ordenado que tam-
bém satisfaz:

Inverso multiplicativo Vae S\{0})(FbeS)axb=1

Uma vez mostrado que Z constitui um anel ordenado, ¢é facil
mas laborioso mostrar que Q constitui um corpo ordenado.

Tendo tratado dos inteiros e dos racionais, s6 restam os re-
ais. Em particular, hd que mostrar que R constitui um corpo
ordenado completo, isto é, um corpo ordenado com a proprie-
dade de completude. Agora, Teorema 6.6 estabeleceu que R tem
a propriedade de completude. Contudo, cumpre ainda percorrer
a tediosa verificacdo de que R é um corpo ordenado.

Antes de nos lancarmos a esse exercicio laborioso, ha que
confirmar algumas coisas mais “imediatas”. Por exemplo, preci-
samos de garantia de que « + 3, tal como definida, é de fato um
corte, para quaisquer cortes @ e 5. Segue-se uma prova desse fato:

Prova. Como « e 8 sdo ambos cortes, a+8 = {p+g:pcarqge
B} € um subconjunto proprio nao vazio de Q. Suponhamos agora
x < p+gparaalguns p € eq € §. Entdox—p < ¢,logox—p € S5,
ex=p+(x—p) € a+p. Logo a + B é um segmento inicial
de Q. Finalmente, para qualquer p + ¢ € @ + 8, como « e 8 sdo
cortes, existem p; € @ e ¢1 € § tais que p < p1 e ¢ < ¢1; logo
p+g<pr+q €a+pB;logoa+ S nio tem maximo. O

Esfor¢os semelhantes permitem verificar que @ =S ea X e
a + 8 sdo cortes (no ultimo caso, ignorando o caso em que 3 é
o corte zero). De novo, deixamo-lo ao leitor.

Mas eis um pequeno fio solto a atar. Em Secao 6.4, sugerimos
que podemos tomar V2 = {p € Q : p < 0 ou p? < 2}. Mas ha
que mostrar que este conjunto é de fato um corte. Segue-se uma
prova desse fato:

Prova. Claramente isto é um segmento inicial préprio nao va-
zio dos racionais; basta pois mostrar que nao tem maximo. Em
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particular, basta mostrar que, sendo p um racional positivo com

9 _ 2p+2
p<2egq= 573
basta notar:

setem p < g e ¢ < 2. Para ver que p < ¢,

p? <2
P2 <2+2
p(p+2)<2+2p

2+42p
p< p+2 - q

Para ver que g2 < 2, basta notar:

P2 <2
2@ rap+2<p’+4p+4
4p% +8p +4 < 2(p* +4p + 4)
(2p+ 2% <2(p+2)?
(2p+2)*
(p+2)*
g> <2 O

<2

6.7 Apéndice: os Reais como Sequéncias
de Cauchy

Na Secao 6.4, construimos os reais como cortes de Dedekind.
Nesta seccdo, explicamos uma construcdo alternativa. Apoia-se
na definicao, devida a Cauchy, do que hoje chamamos sequéncia
de Cauchy; mas o uso desta defini¢do para construir os reais deve-
se a outros autores do século XIX, nomeadamente Weierstrass,
Heine, Méray e Cantor. (Para uma boa histéria, ver O’Connor
and Robertson 2005.)

Antes de chegarmos ao século XIX, vale a pena considerar
Simon Stevin (1548-1620). Em resumo, Stevin apercebeu-se de
que podemos pensar cada real em termos da sua expansao deci-
mal. Assim, mesmo um numero irracional, como V2, tem uma



CAPITULO 6. ARITMETIZAGAO 92

expansao decimal agradavel, que comeca:
1.41421356237 . ..

E muito facil modelar expansées decimais na teoria dos conjun-
tos: basta considera-las como funcdes d: N — N, onde d(n) é o
n-ésimo algarismo decimal que nos interessa. Depois precisamos
de um pequeno ajuste, para tratar a parte do niimero real que vem
antes da virgula decimal (aqui, apenas 1). Precisaremos também
de outro ajuste (uma relacdo de equivaléncia) para garantir que,
por exemplo, 0.999... = 1. Mas nao é dificil apresentar uma
construcao perfeitamente rigorosa dos niimeros reais, a maneira
de Stevin, dentro da teoria dos conjuntos.

Stevin nao € o nosso foco. (Para mais sobre Stevin, ver Katz
and Katz 2012.) Mas eis um pensamento estreitamente relacio-
nado. Em vez de tratar diretamente a expansio decimal de V2,
podemos antes considerar uma sequéncia de aproximagdes raci-
onais cada vez mais precisas a V2, olhando para as expansdes
cada vez mais precisas:

1,1.4,1.414,1.4142,1.41421,. ..

A ideia de que os reais podem ser considerados via “aproxima-
coes cada vez melhores” nos da a base para outra sequéncia de
insights, semelhante as constatacdes que retivemos ao construir
Q a partir de Z, ou Z a partir de N. Os insights basicos sao estes:

1. Todo o real pode escrever-se como uma expansio decimal
(eventualmente infinita).

2. A informacdo codificada por uma expansao decimal (even-
tualmente infinita) pode igualmente codificarse por uma
sequéncia de nimeros racionais.

3. Uma sequéncia de nimeros racionais pode pensar-se como
uma funcdo de N para Q; basta definir f(z) como o n-ésimo
racional na sequéncia.
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Claro que nem qualguer funcao de N para Q nos dara um niimero
real. Por exemplo, considere-se esta funcao:

1 se n é impar
f(n) = P

0 senépar

Essencialmente, a preocupacdo €é que a sequéncia
0,1,0,1,0,1,0,... nao parece “convergir’ para nenhum real.
Logo: para garantir que consideramos sequéncias que de fato
convergem para algum real, precisamos de restringir a atencao
a sequéncias que tenham algum limite.

Ja encontramos a ideia de limite em Secdo 1.2. Mas nao po-
demos usar exatamente a mesma definicdo que ali. A expressdo
“(Ve > 0)” envolvia tacitamente quantificagdo sobre os name-
ros reais; e estavamos a considerar limites de fun¢des nos reais;
logo, invocar essa defini¢ao seria valer-nos dos niimeros reais —
e eram precisamente eles que estavamos a tentar construir. Feliz-
mente, podemos trabalhar com uma ideia estreitamente relacio-
nada com a de limite.

Defini¢do 6.10. Uma funcdo f : N — Q é uma sequéncia de Cau-
chy sse, para qualquer ¢ € Q positivo, se tem (3¢ € N)(Vm,n >

Olf (m) = f(n)] < &.

A ideia geral de limite é a mesma de antes: se se quer um
certo nivel de precisdo (medido por €), ha uma “regiao” onde
olhar (qualquer entrada maior que ¢). E é facil ver que a nossa
sequéncia 1, 1.4, 1.414, 1.4142, 1.41421...tem limite: se se quer
aproximar V2 com erro inferior a 1/107, basta olhar para qualquer
entrada depois da n-ésima.

O pensamento 6bvio seria entdo dizer que um ntimero real
¢ simplesmente qualquer sequéncia de Cauchy. Mas, como nas
construgdes de Z e Q, isso seria demasiado ingénuo: para um
dado numero real, varias sequéncias de Cauchy diferentes “indi-
cam” esse numero. Uma forma simples de ver isto é a seguinte.
Dada uma sequéncia de Cauchy f, defina-se ¢ como exatamente
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a mesma funcdo que f, exceto que g(0) # f(0). Como as duas
sequéncias coincidem em todo o lado depois do primeiro nu-
mero, quereremos, em ultima analise, dizer que tém o mesmo
limite, no sentido de Defini¢ao 6.10, e portanto devem ser pen-
sadas como “definindo” o mesmo real. Logo, devemos pensar
nestas sequéncias de Cauchy como o mesmo nimero real.

Consequentemente, voltamos a precisar de definir uma rela-
cdo de equivaléncia sobre as sequéncias de Cauchy, e identificar
os numeros reais com classes de equivaléncia. Precisamos pri-
meiro da ideia de uma funcdo que tende para 0 no limite. Para
qualquer funcdo £ : N — Q, digamos que £ tende para O sse, para
qualquer € € Q positivo, se tem que (3¢ € N)(Vz > £)|h(n)| < .t
Além disso, sendo f e g fun¢des N — Q, definamos (f —g)(n) =
f(n) — g(n). Definimos agora:

f = g sse (f — g) tende para 0.

Ha que verificar que = é uma relagao de equivaléncia; e de fato
é. Podemos entao, se quisermos, definir os reais como as classes
de equivaléncia, sob =, de todas as sequéncias de Cauchy de
N — Q.

Feito isto, como de costume escrevemos [ f]. para a classe de
equivaléncia que tem f como um membro. Porém, para manter a
legibilidade, no que se segue omitimos o subscrito e escrevemos
apenas [f]. Estipulamos também que, para cada ¢ € Q, se tem
gr = [¢4], onde ¢, é a fun¢do constante ¢,(n) = ¢ para todo
n € N. Definimos depois relacdes e operacoes basicas sobre os
reais, por exemplo:

[f1+1g]l =[(f +8)]

[f1x[g] =[(f xg)]
onde (f +g)(n) = f(n)+g(n) e (f x)(n) = f(n) x g(n). Claro
que também ha que verificar que cada uma de (f + g), (f —g) e
(f x g) é sequéncia de Cauchy quando f e g o sdo; mas o sdo, e
deixamo-lo ao leitor.

4Compare-se com a defini¢do de lim,_,o f(x) = 0 em Secao 1.2.
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Por fim, definimos uma no¢ao de ordem. Dizemos que [f] é
positivo sse tanto [f] # Og como (I € N)(Vn > £)0 < f(n). De-
pois dizemos [f] < [g] sse [(g—f)] € positivo. Ha que verificar
que isto estd bem definido (isto é, que ndo depende da escolha
da funcdo “representante” na classe de equivaléncia). Mas tendo
feito isto, é bastante facil mostrar que obtemos as propriedades
algébricas certas; isto é:

Teorema 6.11. As sequéncias de Cauchy constituem um corpo orde-
nado.

Prova. Exercicio. O

E mais dificil provar que os reais, assim construidos, tém a
propriedade de completude, pelo que daremos a prova.

Teorema 6.12. 7odo o conjunto nao vazio de sequéncias de Cauchy
com magjorante tem supremo (menor majorante).

Esbogo de prova. Seja S um conjunto ndo vazio de sequéncias de
Cauchy com majorante. Entdo existe algum p € Q tal que pr €
majorante de §. Seja r € §; entdo existe algum ¢ € Q tal que
gr < r. Logo, se existe supremo de §, este esta entre gr e pr
(inclusive).

Nos aproximaremos do supremo, abordando-o simultanea-
mente por baixo e por cima. Em particular, definimos duas fun-
coes, f,g: N — Q, com a ideia de que f se ira aproximar do
supremo por cima e g por baixo. Comec¢amos por definir:

fO)=p
g(0)=¢

Entao, sendo a, = w, definamos:®

a, se (Vo € S)[h] < (an)r
f(n) caso contrario

e -

5Isto é uma defini¢ao recursiva. Mas ainda ndo demos qualquer razio para
crer que definicdes recursivas sao legitimas.
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a, se (Fh € S)[h] = (an)r

g(n) caso contrario

g(n+1)={

Tanto f como g sdo sequéncias de Cauchy. (Isto verifica-se com
relativa facilidade, mas deixamo-lo como exercicio.) Note-se que
a funcdo (f —g) tende para 0, pois a diferenca entre f e g reduz-
se a metade a cada passo. Logo [f] = [¢].

Mostramos primeiro que [f] é majorante de S, isto é, que
(Vh € S)[h] < [f]. (Invocaremos Teorema 6.11 ao longo do
argumento.) Seja £ € § e suponhamos, por reductio, que [f] <
[%], de modo que Or < [(#— f)]. Como f é uma sequéncia de

Cauchy monotonamente decrescente, existe algum z € N tal que

[Ccrmy = )] < [(A=f)]. Logo:
(f(m)r = [epm] < [f1+ [(R=f)] = [A],

o que contradiz o fato de que, por construgao, [4] < (f(n))r.
Mostramos a seguir que [f] = [g] é o supremo de §. Seja j
qualquer sequéncia de Cauchy e suponhamos [j] < [g]. Racioci-
nando como acima (usando o fato de g ser crescente), existe n € N
tal que [j] < (g(n))r. Mas, por construcao, existe 4 € .S tal que
(g(n))r < [A], logo [j] < [&] e portanto [j] ndo é majorante de
S. O

Problemas

Problema 6.1. Mostre que (m+n)z = mz+nz e m < n>mgz < nz,
para quaisquer m,n € N.

Problema 6.2. Mostre que «~ é uma relacdo de equivaléncia.

Problema 6.3. Mostre que (i + j)g = ig+ jo € (i X j)o = ig X jo
e i < j e ig < jo, para quaisquer i,j € Z.

Problema 6.4. Mostre que Z é um anel comutativo.

Problema 6.5. Mostre que Z é um anel ordenado.
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Problema 6.6. Mostre que Q é um corpo ordenado.
Problema 6.7. Mostre que R é um corpo ordenado.
Problema 6.8. Seja f(n) = 0 para todo n. Seja g(n) = m
Mostre que ambas sdo sequéncias de Cauchy e que o limite de

ambas as funcdes é 0, de modo que também [ ~p g.

Problema 6.9. Mostre que as sequéncias de Cauchy constituem
um corpo ordenado.



CAPITULO 7
Conjuntos
Infinitos

No capitulo anterior, mostramos como construir, de certo modo,
varias coisas—inteiros, racionais e reais—assumindo uma teoria
ingénua dos conjuntos e os nimeros naturais. A pergunta deste
capitulo é: podemos construir o préprio conjunto dos nimeros
naturais em si usando a teoria dos conjuntos?

7.1 Hotel de Hilbert

O conjunto dos numeros naturais é obviamente infinito. Logo,
se nao quisermos valernos dos nimeros naturais, o nosso pri-
meiro passo é caracterizar um conjunto infinito em termos que
nio exijam mencionar os proprios nimeros naturais. Eis uma
abordagem agradavel, apresentada por Hilbert numa conferén-
cia de 1924. Ele nos pede que imaginemos

[...] um hotel com um numero finito de quartos. To-
dos esses quartos devem estar ocupados por exata-
mente um hdspede. Se os hospedes trocam de quarto
de algum modo, [mas] de tal forma que cada quarto
continua a conter no maximo uma pessoa, entao ne-
nhum quarto ficara livre, e o dono do hotel nao pode,

98
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deste modo, criar um novo lugar para um héspede
que acaba de chegar [...q...]

Agora estipulamos que o hotel tem infinitos quartos
numerados 1, 2, 3, 4, 5, ..., cada um ocupado por
exatamente um héspede. Logo que chega um novo
hoéspede, o dono s6 precisa de mudar cada um dos
hospedes antigos para o quarto associado ao nimero
imediatamente superior, e o quarto 1 ficara livre para
o recém-chegado.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 -
AV VR VD VL VD VN
@ 2 6 7 8 9 -

3 4 5
(publicado em Hilbert 2013, 730; a nossa traducao)

O ponto crucial é que o Hotel de Hilbert tem infinitos quartos; e
podemos tomar a sua explicacdo como definicdo do que significa
dizer isto. De fato, foi esta a abordagem de Dedekind (apre-
sentada aqui, claro, com enorme anacronismo; a definicao de

Dedekind é de 1888):

Definicdao 7.1. Um conjunto 4 é infinito de Dedekind sse existe
uma injecdo de 4 para um subconjunto préprio de A. Isto é,
existe algum o0 € 4 e uma injecdo f: 4 — 4 tal que o ¢ Im(f).

7.2 Algebras de Dedekind

Nao queremos apenas que os nimeros naturais sejam infinitos;
queremos que tenham certas propriedades (algébricas): precisam
de comportar-se bem sob adi¢cdo, multiplicacao, e assim por di-
ante.

A ideia de Dedekind foi tomar como primitiva a noc¢do de
Sfungdo sucessor e depois caracterizar os nimeros como aqueles
que tém as seguintes propriedades:
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1. Existe um ntmero, 0, que nao é sucessor de nenhum nu-
mero
isto é, 0 ¢ Im(s)
isto é, Vx s(x) £ 0

2. Numeros distintos tém sucessores distintos
isto é, s € uma injecao
isto é, VaVy(s(x) =s(y) > x =)

3. Todo o numero se obtém de 0 por aplicac¢des repetidas da
funcao sucessor.

As duas primeiras condigdes sao faceis de lidar com, usando
logica de primeira ordem (ver acima). Mas ndo podemos tratar
(3) apenas com légica de primeira ordem. O avango de Dedekind
foi reformular a condicdo (3), em termos de teoria dos conjuntos,
assim:

3’. Os niimeros naturais sio o menor conjunto que é fechado
para a fungdo sucessor: isto é, se aplicarmos s a qualquer
membro do conjunto, obtemos outro membro do conjunto.

Mas precisamos de explicitar isto com calma.

Definic¢ao 7.2. Para qualquer funcdo f, o conjunto X é f-fechado
sse (Vx € X) f(x) € X. Definimos agora, para qualquer o:

clos(o) = ﬂ{X :0€ X e X é fHfechado}

Logo clos(0) é a intersegdao de todos os conjuntos f-fechados
que tém o como um membro. Intuitivamente, entdo, clos(0) é o
conjunto f-fechado menor que tem o como um membro. O resul-
tado seguinte torna preciso esse pensamento intuitivo;

Lema 7.3. Para qualquer fun¢do f e qualquer o € A:

7. 0 € clog(0); e
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2. clos(o) ¢ f-fechado; e

3 se X ¢ ffechado e o € X, entdo cloy(o) C X

Prova. Note-se que existe pelo menos um conjunto f-fechado com
0 como um membro, nomeadamente Im(f) U {o}. Logo clos (o),
a intersecdo de fodos os tais conjuntos, existe. Cumpre agora
verificar (1)—(3).

Quanto a (1): 0 € clos(0) pois € uma intersecdo de conjuntos
que todos tém o como um membro.

Quanto a (2): suponhamos x € clos(0). Se o € X e X ¢é
f-fechado, entdo x € X, e agora f(x) € X pois X é f-fechado.
Logo f(x) € clos(o).

Quanto a (3): de modo geral, se X € C entdo (\/C CX. O

Com isto, podemos dizer:

Definic¢ao 7.4. Uma dlgebra de Dedekind é um conjunto 4 junta-
mente com uma fungido f: 4 — A e algum o € 4 tal que:

1. 0 ¢ Im(f)
2. f € uma injecao

3. A =clog(o)

Como 4 = cloy (o), o resultado anterior nos diz que 4 € o me-
nor conjunto f-fechado com o como um membro. Claramente
uma algebra de Dedekind € infinita de Dedekind; basta olhar
para as clausulas (1) e (2) da definicdo. Mas o fato mais re-
levante é que qualquer conjunto infinito de Dedekind pode ser
transformado numa algebra de Dedekind.

Teorema 7.5. Seexiste um conjunto infinito de Dedekind, entdo existe
uma dlgebra de Dedekind.
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Prova. Seja D infinito de Dedekind. Logo existe uma injecao
g: D — D eum elemento o € D \ Im(g). Seja agora 4 = clo,(0);
por Lema 7.3, 4 existe e 0 € 4. Seja f = g 4. Mostraremos que
4, f,o0 formam uma algebra de Dedekind.

Quanto a (1): 0 ¢ Im(g) e Im(f) C Im(g), logo o ¢ Im(f).

Quanto a (2): g € injetiva em D; logo f C g tem de ser
injetiva.

Quanto a (3): por Lema 7.3, 4 é g-fechado; a fortiori, A é f-
fechado. Logo clos(0) C 4 por Lema 7.3. Como também clo (o)
é ffechado e f = gl , segue-se que clos(o) é g-fechado. Logo
A C clog(o) por Lema 7.3. O

7.3 Algebras de Dedekind e Indugio
Aritmética

Crucialmente, agora, uma algebra de Dedekind—de fato, qual-
quer algebra de Dedekind—servira como substituto dos ntimeros
naturais. Isto deve-se a seguinte consequéncia trivial:

Teorema 7.6 (Indugdo aritmética). Sejam N,s,o uma dlgebra de
Dedekind. Entao, para qualquer conjunto X :

seoce X e(Vne NN X)s(n) € X, entdo N C X.

Prova. Pela definicao de algebra de Dedekind, N = clo;(0). Ora,
se tanto 0 € X como (Vn € N)(n € X — s(n) € X), entao
N = clos(o) C X. O

Como a inducdo é caracteristica dos nimeros naturais, o
ponto é este. Dado qualquer conjunto infinito de Dedekind, pode-
mos formar uma algebra de Dedekind e usar essa algebra como
substituto dos nimeros naturais.

Admitidamente, Teorema 7.6 formula a indugdo em termos
de teoria dos conjuntos. Mas podemos facilmente por o principio
em termos mais familiares:
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Corolario 7.7. Sejam N,s,o uma dlgebra de Dedekind. Entdo, para
qualquer formula ¢(x), que pode ter parametros:

se (0) e (Vn € N)(¢(n) — ¢(s(n))), entd@o (Vn € N)p(n)
Prova. Seja X = {n € N : ¢(n)}, e use-se agora Teorema 7.6 O

Neste resultado, falamos de uma féormula “ter parametros”. O
que isto significa, em tracos grosseiros, € que, para quaisquer ob-
jetos c1,. .., cx, podemos trabalhar com ¢(x,¢1,. . .,¢;). Com mais
precisao, podemos enunciar o resultado sem mencionar “parame-
tros” do seguinte modo. Para qualquer féormula ¢(x,01,...,vz),
cujas variaveis livres sdo todas as exibidas, temos:

Vop...Vor((@(o,01,...,08) A
(Vx € N)(o(x,01,...,01) = @(s(x),01,...,0))) =
(Vx € N)o(x,01,...,01))

Evidentemente, falar em “ter parametros” pode tornar a leitura
muito mais facil. (Na Parte III, usaremos este expediente com
frequéncia.)

Voltando as algebras de Dedekind: dada qualquer algebra de
Dedekind, podemos também definir as habituais fun¢des aritmé-
ticas de adicdo, multiplicacdo e exponenciagao. Isto ndo é trivial,
porém, e envolve a técnica de defini¢io recursiva. E uma técnica
que introduziremos e justificaremos muito mais tarde, e num con-
texto bem mais geral. (Os entusiastas podem querer voltar a isto
depois de Capitulo 13, ou talvez ler um tratamento alternativo,
como Potter 2004, pp. 95-8.) Mas, onde N,s,0 formam uma &l-
gebra de Dedekind, acabaremos por poder estipular o seguinte:

a+o

a+s(b)

a axo=o a’ =s(o)

s(a+b) axs(b)

(axb)+a W =dxa

e mostrar que estas definicGes se comportam como se espera.
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7.4 “Prova” de Dedekind da existéncia de
um conjunto infinito

Neste capitulo, apresentamos um tratamento em teoria dos con-
juntos dos nimeros naturais, em termos de algebras de Dedekind.
Em Secao 6.5, refletimos sobre o significado filoséfico da aritme-
tizacdo da analise (entre outras coisas). Cumpre agora refletir
sobre o significado do que aqui alcangamos.

Ao longo de Capitulo 6, tomamos os nimeros naturais como
dados e os usamos para construir os inteiros, os racionais e os
reais, de modo explicito. Neste capitulo, ndo demos uma cons-
trucdo explicita dos nimeros naturais. Mostramos apenas que,
dado qualquer conjunto infinito de Dedekind, podemos definir um
conjunto que se comportara como queremos que N se comporte.

Obviamente, pois, ndo podemos pretender ter respondido a
uma questado metafisica, como quais os objetos que sao os nimeros
naturais. Mas isso € bom. Afinal, na Secdo 6.5, sublinhamos
que estariamos errados se pensassemos na defini¢io de R como
conjunto de cortes de Dedekind como uma descoberta, em vez
de uma estipulacdao conveniente. A observagao crucial é que os
cortes de Dedekind exemplificam as propriedades matematicas
centrais dos ntimeros reais. Assim também aqui: a observacao
crucial é que gqualquer algebra de Dedekind exemplifica as pro-
priedades matematicas centrais dos ntimeros naturais. (De fato,
Dedekind insistiu neste ponto ao provar que todas as algebras
de Dedekind sao isomorfas (1888, Theorems 132—3). Nao surpre-
ende, entdo, que muitos “estruturalistas” contemporineos cite
Dedekind como precursor.)

Além disso, mostramos como embutir a teoria dos ntimeros
naturais numa teoria ingénua simples dos conjuntos, que ainda
permanece bastante informal, mas que (aparentemente) nao as-
sume os numeros naturais como dados. Assim, podemos estar
no caminho de realizar o préprio projeto ambicioso de Dedekind,
que ele explicou assim:

Na ciéncia nada que seja provavel deve ser acredi-
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tado sem prova. Embora esta exigéncia pareca ra-
zoavel, nao posso considera-la satisfeita sequer nos
métodos mais recentes de lancar os fundamentos da
ciéncia mais simples; a saber, aquela parte da l6gica
que trata da teoria dos nimeros. Ao falar de arit-
meética (algebra, analise) como mera parte da légica,
quero insinuar que considero o conceito de nimero
totalmente independente das nog¢des ou intuicoes de
espago e tempo—que o considero antes um produto
imediato das leis puras do pensamento. (Dedekind,

1888, preface)

A ideia audaciosa de Dedekind é esta. Acabamos de mostrar
como construir os nimeros naturais usando sé (ingenuamente)
a teoria dos conjuntos. Em Capitulo 6, vimos como construir os
reais dados os nimeros naturais e alguma teoria dos conjuntos.
Logo, talvez, “a aritmética (algebra, analise)” acabe por ser “me-
ramente parte da l6gica” (no sentido alargado que Dedekind da
a palavra “légica”).

Essa é a ideia. Mas esperemos um momento. A nossa cons-
trucado de uma algebra de Dedekind (o nosso substituto dos nu-
meros naturais) é condicional a existéncia de um conjunto infinito
de Dedekind. (Basta olhar para tras, para Teorema 7.5.) A me-
nos que a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind possa
ser estabelecida via “légica” ou “as leis puras do pensamento”, o
projeto estagna.

Entao, pode a existéncia de um conjunto infinito de Dedekind
ser estabelecida pelas “leis puras do pensamento”? Eis o esforco
de Dedekind:

O meu préprio reino de pensamentos, isto é, a to-
talidade S de todas as coisas que podem ser objetos
do meu pensamento, ¢ infinita. Pois, se s designa
um elemento de §, entdo o pensamento s’ de que s
pode ser objeto do meu pensamento é ele préprio

um elemento de S. Se considerarmos isto como uma
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imagem ¢(s) do elemento s, entdo ... § é infinito de
Dedekind, como queriamos ter provado. (Dedekind,
1888, §66)

Isto é algo de espantoso de encontrar no meio de um livro que
em grande parte consiste em provas matematicas altamente rigo-
rosas. Duas observacdes valem a pena.

Primeiro: esta “prova” mal tem o que hoje reconheceriamos
como carater “matematico”. Fala de objetos psicolégicos (pensa-
mentos), e apenas de objetos possiveis.

Segundo: pelo menos tal como apresentamos as algebras de
Dedekind, esta “prova” tem uma lacuna técnica direta. Se o ar-
gumento de Dedekind é bem-sucedido, estabelece s6 que ha infi-
nitas coisas (nomeadamente, infinitos pensamentos). Mas Dede-
kind também precisa de nos dar uma razao para ver § como um
unico conjunto, com infinitos membros, em vez de pensar em §
como algumas coisas (no plural).

O fato de Dedekind nao ver aqui uma lacuna pode sugerir que
o seu uso da palavra “totalidade” ndo corresponde exatamente
ao nosso uso da palavra “conjunto”.’ Mas isto nao seria demasi-
ado surpreendente. O projeto que perseguimos nos ultimos dois
capitulos—uma “construcao” dos naturais e, a partir deles, uma
“construcao” dos inteiros, reais e racionais—foi todo ele feito de
modo ingénuo. Nos apoiamos neste conjunto, ou naquele con-
junto, sempre que precisamos, sem enunciar muitos principios
gerais sobre exatamente que conjuntos existem, e quando. Mas
sabemos que precisamos de alguns principios gerais, pois caso
contrario caimos no Paradoxo de Russell.

Chegou a hora de superarmos a nossa ingenuidade.

'De fato, temos outras razdes para pensar que ndo correspondia; ver Potter
(2004, p. 23).
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7.5 Apéndice: Provando
Schroder-Bernstein

Antes de deixarmos a teoria ingénua dos conjuntos, ha ainda uma
ultima prova ingénua (mas sofisticada!) a considerar. Trata-se
de uma prova de Schréder-Bernstein (Teorema 5.17): se A < B e
B < A entao A = B; isto é, dados injecdes f: 4 — Be g: B — 4,
existe uma bijecao 4: 4 — B.

Neste capitulo, seguimos a nogao dedekindiana de fechos.
De fato, Dedekind deu uma prova muito elegante de Schréder-
Bernstein com esta nogao, e aqui a apresentamos. A prova segue
de perto Potter (2004, pp. 157-8), se quiser um tratamento li-
geiramente diferente mas essencialmente semelhante. Uma breve
pesquisa na Internet também convencera o leitor de que este é um
teorema—tal como a irracionalidade de V2—para o qual existem
muitas provas interessantes e distintas.

Usando notagao semelhante a de Definicao 7.2, seja

Clos(B) = ﬂ{x :BC X e X é ffechado}

para cada conjunto B e fungdo f. Assim definido, Clos(B) ¢ o
menor conjunto f-fechado que contém B, no sentido de que:

Lema 7.8. Para qualquer funcao f, e qualquer B:
7. BC Clos(B); e
2. Cloy(B) € f-fechado; e
3. se X é ffechado e B C X, entdo Clos(B) C X.
Prova. Exatamente como no Lema 7.3. O

Precisamos de mais um fato para chegar a Schroder
Bernstein:
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Proposigdo 7.9. Se ACBCCeA~C,entioA~B = C.

Prova. Dada uma bijecio f: C — A4, seja F = Clos(C \ B) e
defina-se uma func¢ido g com dominio C do seguinte modo:

g(x):{f(x) sex €F

X caso contrario

Mostraremos que g é uma bijecdo de C para B, donde seguira
que g o f1: A — B é uma bije¢do, completando a prova.

Primeiro alegamos que, se x € F mas y ¢ F, entdo g(x) #
g(). Por reductio, suponhamos o contrario, de modo que y =
g(y) =g(x) = f(x). Como x € F e F é f-fechado por Lema 7.8,
temos y = f(x) € F, contradicao.

Suponhamos agora g(x) = g(y). Entao, pelo que precede,
x € FsseyeF.Sex,ye F,entao f(x) =g(x) =g(y) =f(O),
logo x = y pois f € uma bijecdao. Se x,y ¢ F, entdo x = g(x) =
g(») = y. Logo g é uma injecao.

Resta mostrar que Im(g) = B. Fixemosx e BC C. Se x ¢ F,
entdo g(x) = x. Se x € F, entdo x = f(y) para algum y € F, pois
caso contrario F \ {x} seria f-fechado e estenderia C \ B, o que
é impossivel por Lema 7.8; agora g(y) = f(y) = x. o

Finalmente, eis a prova do resultado principal. Recordemos
que, dada uma funcdo 4 e um conjunto D, definimos A[D] =
{h(x) : x € D}.

Prova de Schrider-Bernstein. Sejam f: A — B e g: B — A inje-
¢oes. Como f[A4] C B, temos g[f[A4]] € g[B] C 4. Além disso,
gof:A— g[f[A4]] é uma injecao, pois tanto g como f o sdo; e
de fato g o f é uma bije¢ao, apenas pela forma como definimos
o seu contradominio. Logo g[f[4]] ~ 4, e portanto, por Pro-
posicdo 7.9, existe uma bijecio h: 4 — g[B]. Além disso, g1 é
uma bije¢do g[B] — B. Logo g 1o h: A — B é uma bijecio. O
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Introdug¢ao a Parte III

Parte II tratou os conjuntos de modo ingénuo e informal. E tempo
de apertar o rigor e apresentar uma teoria formal dos conjuntos.
Esse é o objetivo da Parte III.

A nossa teoria formal é uma teoria de primeira ordem com
um unico predicado binario, €. Enunciaremos varios axiomas
que regem o comportamento da relacdo de pertenca. Contudo,
introduziremos estes axiomas s6 a medida que forem necessa-
rios, e consideraremos como poderiamos justifica-los quando os
encontrarmos. Como resultado, introduziremos os nossos axio-
mas ao longo dos capitulos seguintes.

Pode, no entanto, ser util ao leitor ter uma lista de todos os
axiomas num s6 lugar. Eis fodos os axiomas que considerare-
mos na Parte III. Como na Parte II, a escolha de minuasculas e
maiasculas nas letras orienta-se apenas pela legibilidade:

Extensionalidade.
VAYB(Vx(x € A x € B) > A= B)
Unido.
VYAAUVx(x € U & (b € A)x € b),

isto é, (J 4 existe para qualquer conjunto 4.

Pares.
VaVbaAPVx(x € P & (x = aV x = b)),

isto €, {a,b} existe para quaisquer a e b.

Conjuntos poténcia.

VYAGPVYx(x € P & (Vz € x)z € A),
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isto é, p(A4) existe para qualquer conjunto 4.

Infinito.

AI((Fo € I)Vx(x ¢ 0) A
VxeDD(@@sel)Vz(zese (z€xVz=1x))),

isto é, existe um conjunto que tem () como um membro e que é
fechado para x — x U {x}.

Fundamentacao.
VANVxx ¢ AV (b € A)(Vx € A)x ¢ b),

istoé, A=0ou(becAHAnb=0.

Boa ordenag¢do. Para todo o conjunto A, existe uma relacdo que
bem ordena A. (Escrever este axioma em légica de primeira
ordem seria demasiado penoso para valer a pena aqui.)

Esquema de separa¢do. Para qualquer férmula ¢(x) que ndo conte-
nha “$”:
VAISVx(x € § & (p(x) A x € A)),

isto é, {x € 4: ¢(x)} existe para qualquer conjunto 4.

Esquema de substitui¢ao. Para qualquer férmula ¢(x,y) que nao
contenha “B”:

VA((Vx € A)3'y ¢(x,9) —» ABVy(y € B & (Ix € A)p(x,y))),



112

isto é, {y : (Ix € A)p(x,y)} existe para qualquer 4, se ¢ for
“funcional”.

Em ambos os esquemas, as féormulas podem conter parame-
tros. De fato, ao longo de Parte III, seguimos a convencio de
que qualquer féormula pode conter parametros. (Ver Secao 7.3
para recordar o que significa dizer que uma férmula pode conter
parametros.)

Z~ é Extensionalidade, Unido, Pares, Conjuntos poténcia, Infi-
nito, Separacao.

Z ¢é 7~ mais Fundamentacao.
ZF~ € Z mais Substituicao.
ZF é ZF ™ mais Fundamentacao.

ZFC é ZF mais Boa ordenacgao.



CAPITULO 8

A Concepgao
Iterativa

8.1 Extensionalidade

O primeiro ponto a notar é que os conjuntos sio individuados
pelos seus membros. Mais precisamente:

Extensionalidade (Extensionalidade). Se os conjuntos 4 e B
tém os mesmos membros, entdo 4 e B sdo 0 mesmo conjunto.

VAVB (Vx (x € A< x € B) — A = B)

Assumimos isto ao longo de Parte II. Mas vale a pena repetir.
O axioma de extensionalidade exprime a ideia fundamental de
que um conjunto é determinado pelos seus membros. (Assim,
os conjuntos podem contrastar-se com os conceitos, nos quais pre-
cisamente os mesmos objetos podem cair sob muitos conceitos
diferentes.)

Por que aceitar este principio? Ora, é plausivel dizer que
qualquer recusa da extensionalidade é uma decisdo de abando-
nar tudo o que possa ser chamado teoria dos conjuntos. A teoria
dos conjuntos nio é mais nem menos do que a teoria de colecdes
extensionais.
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O verdadeiro desafio na Parte III, contudo, € estabelecer prin-
cipios que nos digam que conjuntos existem. E acaba por se verificar
que a unica resposta verdadeiramente “6bvia” a esta questdao é
provadamente errada.

8.2 Paradoxo de Russell (de novo)

Na Parte II, trabalhamos com uma teoria ingénua dos conjuntos.
Mas, segundo uma concepg¢ao muito ingénua, os conjuntos sao
apenas as extensdes dos predicados. Este pensamento ingénuo
imporia o seguinte principio:

Compreensdo ingénua. {x : ¢(x)} existe para qualquer formula ¢.

Por tentador que seja este principio, é provadamente incon-
sistente. Vimo-lo na Se¢ao 2.6, mas o resultado é tao importante,
e tdo direto, que vale a pena repetir. Ipsis verbis.

Teorema 8.1 (Paradoxo de Russell). Nao existe conjunto R =
{x:x¢x}

Prova. Se R = {x: x ¢ x} existisse, entdao R € R sse R ¢ R, o que
€ uma contradicao. O

Russell descobriu este resultado em junho de 19o1. (Nao co-
locou, porém, o paradoxo exatamente na forma em que o aca-
bamos de apresentar, pois estava a considerar a teoria dos con-
juntos de Frege, tal como delineada em Grundgesetze. Voltaremos
a isto na Secao 8.6.) Russell escreveu a Frege a 16 de junho de
1902, explicando a inconsisténcia no sistema de Frege. Para a
correspondéncia, e um pouco de contexto, ver Heijenoort (1967,
pp- 124-8).

Vale a pena enfatizar que esta prova de duas linhas é um resul-
tado de ldgica pura. De fato, usamos implicitamente um axioma
(ndo logico?) de extensionalidade na nossa notacdo {x : x ¢ x};
pois {x : ¢(x)} deve ser o #énico (pela extensionalidade) conjunto
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dos ¢s, se algum existir. Mas podemos evitar até o vestigio da
extensionalidade, bastando enunciar o resultado assim: ndo existe
conjunto cujos membros sejam exatamente os conjuntos que n@o sao mem-
bros de si préprios. E isto pouco tem a ver com conjuntos. Como o
proprio Russell observou, raciocinio rigorosamente analogo leva-
nos a concluir: nenhum homem barbeia exatamente os homens que nao
se barbeiam a si préprios. Ou: nenhum pug cheira exatamente os pugs
que ndo se cheiram a si proprios. E assim por diante. Esquematica-
mente, a forma do resultado é apenas:

—3xVz(Rzx & —~Rzz).

E isto nao passa de um teorema (esquema) da logica de primeira
ordem. Consequentemente, nio podemos evitar o paradoxo de
Russell apenas mexendo na nossa teoria dos conjuntos; ele surge
antes sequer de chegarmos a teoria dos conjuntos. Se formos usar
logica (classica) de primeira ordem, temos simplesmente de acei-
tar que nao existe conjunto R = {x : x ¢ x}.

A consequéncia é esta. Se quisermos aceitar a compreensao
ingénua enquanto evitamos a inconsisténcia, nao basta mexer na
teoria dos conjuntos. Teriamos, em vez disso, de reformular a nossa
logica.

E claro que ja foram apresentadas teorias dos conjuntos com
logicas nao classicas. Mas sio—no minimo—nao standard. A
abordagem usual ao paradoxo de Russell é trata-lo como uma
prova direta de nao existéncia e depois tentar aprender a viver
com ela. E essa a abordagem que seguiremos.

8.3 Predicativo e Impredicativo

O conjunto de Russell, R, foi definido via {x : ¥ ¢ x}. Dito
com mais detalhe, R seria o conjunto que contém todos e apenas
aqueles conjuntos que ndo sdo membros de si proprios. Assim,
ao definir R, quantificamos sobre o dominio que conteria R (se
este existisse).
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Isto é uma definicao impredicativa. Mais em geral, podemos
dizer que uma definicdo é impredicativa sse quantifica sobre um
dominio que contém o objeto que esta a ser definido.

Na sequéncia dos paradoxos, Whitehead, Russell, Poincaré
e Weyl rejeitaram tais defini¢oes impredicativas como °
mente circulares”:

‘viciosa-

Uma analise dos paradoxos a evitar mostra que to-
dos eles resultam de uma espécie de circulo vicioso.
Os circulos viciosos em questao surgem ao supor que
uma colecdo de objetos pode conter membros que s6
podem ser definidos por meio da cole¢io como um

todol.... ]

O principio que nos permite evitar totalidades ilegi-
timas pode enunciarse do seguinte modo: “Tudo o
que envolve fodos os membros de uma cole¢do nao
pode ser um dos membros da cole¢ao”; ou, inversa-
mente: “Se, supondo que uma certa colecdo tivesse
um todo, ela teria membros s6 definiveis em termos
desse todo, entao a dita cole¢do nao tem todo.” Cha-
maremos a isto o “principio do circulo vicioso”, por-
que nos permite evitar os circulos viciosos envolvidos
na suposicao de totalidades ilegitimas. (Whitehead
and Russell, 1910, p. 37)

Se os acompanharmos na rejeicao das definicdes impredicativas
motivada pelo principio do circulo vicioso, entdo podemos tentar
substituir o desastroso esquema de compreensao ingénua (de Se-
cao 8.2) por algo deste género:

Compreensdo predicativa. Para toda a férmula ¢ que quantifica
apenas sobre conjuntos: existe o conjunto’ {x : ¢(x)}.

Enquanto os conjuntos’ ndo forem conjuntos, nao se seguira
contradicio.
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Infelizmente, a compreensao predicativa nado é muito abran-
gente. Afinal, introduz-nos novas entidades, conjuntos’. Logo te-
remos de considerar férmulas que quantificam sobre conjuntos’.
Se estas derem sempre um conjunto’, entdo o paradoxo de Rus-
sell surgira de novo, bastando considerar o conjunto’ de todos os
conjuntos” que ndo sio membros de si proprios. Assim, a seguir
o mesmo fio de ideias, temos de dizer que uma férmula que quan-
tifica sobre conjuntos’ produz um conjunto” correspondente. E
entao precisaremos de conjuntos’”’, conjuntos’’”’, etc. Para evitar
uma enxurrada de primos, serd mais facil pensar nestes como
conjuntosp, conjuntos;, conjuntosg, conjuntoss, conjuntosy,. ... E
isto dar-nos-ia entrada na teoria (simples) dos tipos.

Ha algumas obje¢des 6bvias a tal teoria (embora nao seja 6b-
vio que sejam objec¢bes esmagadoras). Em resumo: a teoria resul-
tante € pouco manejavel; € prolixa ao postular diferentes tipos de
objetos; e ndo esta claro, no fim, que as defini¢cées impredicativas
sejam sequer assim tdo mds.

Para ilustrar o ultimo ponto, consideremos esta observacao
de Ramsey:

podemos referirnos a um homem como o mais alto
de um grupo, identificando-o por meio de uma tota-
lidade da qual ele préprio é membro sem que haja
circulo vicioso. (Ramsey, 1925)

O ponto de Ramsey é que “o homem mais alto do grupo” ¢ uma
definicao impredicativa; mas é obviamente perfeitamente legi-
tima.

Alguém podera responder que, neste caso, poderiamos iden-
tificar a pessoa mais alta por meios predicativos. Por exemplo, tal-
vez pudéssemos simplesmente apontar para o homem em ques-
tdo. A objecdo as defini¢des impredicativas, entdo, teria clara-
mente de se limitar a entidades que s possam ser identificadas
impredicativamente. Mas mesmo assim, seria preciso ouvir mais,
sobre por que tal “impredicatividade essencial” seria tao grave.'

1Para mais, ver Linnebo (2010).
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Admitidamente, as defini¢des impredicativas sdo péssimas
noticias, se quisermos que as defini¢des nos fornecam algo como
uma receita para criar um objeto. Pois, dada uma defini¢ao im-
predicativa, estar-se-ia genuinamente preso a um circulo vicioso:
para criar o objeto especificado impredicativamente, seria preciso
primeiro criar todos os objetos (incluindo o objeto especificado
impredicativamente), uma vez que este é especificado em termos
de todos os objetos; logo seria preciso criar o objeto especificado
impredicativamente antes de o ter criado. Mas, de novo, isto s6 é
uma objecao séria a conjuntos especificados de modo “essencial-
mente impredicativo”, se pensarmos nos conjuntos como coisas
que criamos. E n6s (provavelmente) nao os criamos.

Assim—para o bem ou para o mal—a abordagem que se tor-
nou comum nao envolve tomar uma posi¢ao rigida sobre (im)pre-
dicatividade. Envolve antes o que hoje se considera a abordagem
cumulativa-iterativa. No fim, isto permitirnos-a estratificar os
conjuntos em “estdgios”—um pouco como a abordagem predica-
tiva estratifica entidades em conjuntosg, conjuntos;, conjuntosg,
...—mas nao postularemos diferenca de natureza entre eles.

8.4 A Abordagem Cumulativa-Iterativa

Eis um enunciado um pouco mais completo de como estratifica-
remos os conjuntos em estagios:

Os conjuntos formam-se em estdgios. Para cada esta-
gio §, ha certos estagios que sdo anteriores a S. No
estagio .S, cada colegao constituida por conjuntos for-
mados em estagios anteriores a .§ é formada num con-
junto. Nao ha conjuntos além dos que sao formados

nos estagios. (Shoenfield, 1977, p. 323)

Isto é um esboco da concepeao cumulativa-iterativa do conjunto. Ser-
vira de base a teoria formal dos conjuntos que apresentamos em
Parte III.
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Exploremos isto com um pouco mais de detalhe. Como Sho-
enfield descreve o processo, em cada estagio formamos novos
conjuntos a partir dos conjuntos que tinhamos disponiveis nos
estagios anteriores. Assim, na imagem de Shoenfield, no estagio
inicial, estagio 0, ndo ha estagios anteriores, e portanto a forti-
ori nao ha conjuntos disponiveis a partir de estagios anteriores.”
Logo formamos apenas um conjunto: o conjunto sem membros
0. No estagio 1, esta exatamente um conjunto disponivel a partir
de estagios anteriores, logo apenas um conjunto novo é {0}. No
estagio 2, dois conjuntos estdo disponiveis a partir de estagios
anteriores, e formamos dois conjuntos novos {{0}} e {0,{0}}.
No estagio 3, quatro conjuntos estdo disponiveis a partir de esta-
gios anteriores, logo formamos doze conjuntos novos. ... Assim,
a imagem cumulativa-iterativa dos conjuntos ficara algo assim
(com numeros a indicar estagios):

(0]

Entao: por que deveriamos aceitar esta narrativa?

Uma razdo é que é uma narrativa agradavel e tratavel. Dado
o fim da narrativa mais 6bvia, isto é, a compreensdo ingénua,
precisamos de algo de substancia.

Mas a narrativa ndo € apenas agradavel. Temos boa razao
para acreditar que qualquer teoria dos conjuntos baseada nesta
narrativa sera consistente. Eis a razao.

*Por que deveriamos supor que existe um primeiro estagio? Ver a nota de
rodapé a Estdgios-sdo-ordenados em Secao g.1.
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Dada a concep¢ao cumulativa-iterativa do conjunto, forma-
mos conjuntos em estagios; e os seus membros tém de ser obje-
tos que ja estavam disponiveis. Assim, para qualquer estagio S,
podemos formar o conjunto

Rg = {x:x ¢ x e x ja estava disponivel antes de S}

O raciocinio envolvido na prova do paradoxo de Russell estabe-
lece agora que o proprio Rg nao estd disponivel antes do estagio
S. E isso ndo é uma contradicio. Além disso, se aceitarmos a
concepg¢ao cumulativa-iterativa do conjunto, nem sequer deveria-
mos ter esperado poder formar o proprio conjunto de Russell. Pois
esse seria o conjunto de todos os conjuntos que nao sio membros
de si proprios que “alguma vez estardao disponiveis”. Em resumo:
o fato de, provadamente, ndo podermos formar o conjunto de
Russell nao é surpreendente, dada a narrativa cumulativa-iterativa;
é antes previsivel.

8.5 Urelementos ou Nao?

Nos préximos capitulos, tentaremos extrair axiomas da concep-
cdo cumulativa-iterativa do conjunto. Mas, antes de avancar
mais, precisamos de dizer algo mais sobre os urelementos.

A imagem de Se¢do 8.4 s6 nos permitia formar novos con-
juntos a partir de conjuntos antigos. Contudo, podemos querer
admitir que certos ndo-conjuntos—vacas, porcos, graos de areia,
ou o que seja—possam ser membros de conjuntos. Nesse caso,
comecariamos com certos elementos basicos, urelementos, e diri-
amos que em cada estagio S formariamos “todos os possiveis”
conjuntos constituidos por urelementos ou conjuntos formados
em estagios anteriores a S (em qualquer combinacdo). A ima-
gem resultante parecer-se-ia mais com isto:
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Temos pois uma decisdo a tomar: devemos admitir urelementos?

Do ponto de vista filoséfico, faz sentido incluir urelementos
na nossa teorizacdo. A principal razdo € tornar a teoria dos
conjuntos aplicdvel. Para ilustrar, recordemos de Capitulo 5 que
dizemos que dois conjuntos 4 e B tém o mesmo tamanho, isto
é, A = B, sse existe uma bijecao entre eles. Agora, se as vacas
no campo e os porcos no chiqueiro constituem ambos conjuntos,
podemos oferecer um tratamento conjunto-tedrico da afirmacao
“ha tantas vacas como porcos”. Mas se proibirmos urelementos,
de modo que as vacas e os porcos ndo constituem conjuntos, esse
tratamento conjunto-teérico deixara de estar disponivel. De fato,
nao teremos capacidade direta de aplicar a teoria dos conjuntos
a mais nada além dos préprios conjuntos. (Para mais razdes para
incluir urelementos, ver Potter 2004, pp. vi, 24, 50-1.)

Matematicamente, contudo, é bastante raro admitir urele-
mentos. Em parte, porque é ligeiramente mais facil formular a
teoria dos conjuntos sem urelementos. Mas, ocasionalmente,
encontram-se justificacdes mais interessantes para excluir urele-
mentos da teoria dos conjuntos:

De acordo com a convic¢ao de que a teoria dos con-
juntos é o fundamento da matematica, devemos ser
capazes de captar toda a matematica apenas falando
de conjuntos, pelo que as nossas variaveis nao devem
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quantificar sobre objetos como vacas e porcos. (Ku-
nen, 1980, p. 8)

Assim: um foco na aplicabilidade sugeriria incluir urelementos;
um foco num objetivo fundacional redutivo (reduzir a matema-
tica a teoria pura dos conjuntos) poderia sugerir exclui-los. Uma
ligeira preguica também aponta no sentido de excluir urelemen-
tos.

Seguiremos o caminho mais preguicoso. Em parte, ha tam-
bém uma justificacdo pedagégica. O nosso objetivo é introduzir
os elementos da teoria dos conjuntos de que precisa para come-
car na filosofia da teoria dos conjuntos. E a maior parte dessa
literatura filosofica discute teorias dos conjuntos formuladas sem
urelementos. Logo este livro sera, talvez, mais tutil se se mantiver
bastante préximo dessa literatura.

8.6 Apéndice: Lei Basica V de Frege

Na Secao 8.2, explicamos que Russell formulou o paradoxo como
um problema para o sistema que Frege delineou nos seus Grund-
gesetze. O sistema de Frege nao incluia uma formulaciao direta
da compreensdo ingénua. Logo, neste apéndice, explicaremos
muito sumariamente o que o sistema de Frege incluia, como se
relaciona com a compreensao ingénua e como se relaciona com
o paradoxo de Russell.

O sistema de Frege é de segunda ordem e foi concebido para
formular a noc¢io de extensdo de um conceito.3 Usando notacdo
inspirada em Frege, escreveremos ex F(x) para a extensdo do con-
ceito F. Este é um dispositivo que toma um predicado, “F”, e
transforma-o num termo (de primeira ordem), “ex F(x)”. Com
este dispositivo, Frege propos a seguinte defini¢do de pertenca:

a€b=¢3IAG(b=exG(x)AGa)

3Estritamente falando, Frege tenta formalizar uma nog¢do mais geral: o
“valor de curso” de uma fungao. As extensdes de conceitos sdo um caso especial
da nocao mais geral. Ver Heck (2012, pp. 8—9) para pormenores.
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grosso modo: a € b sse a cai sob um conceito cuja extensdo é b.
(Note que o quantificador “3IG” é de segunda ordem.) Frege tam-
bém sustentava o seguinte principio, conhecido como Lei bdsica
V.

exF(x) = ex G(x) o Vx(Fx o Gx)

grosso modo: conceitos tém extensdes idénticas sse sdo coexten-
sivos. (De novo, tanto “F/” como “G” estao em posicao de pre-
dicado.) Um principio simples liga agora a pertenca a satisfacao

de propriedades:
Lema 8.2 (em Grundgesetze). VFVa(a € ex F(x) & Fa)

Prova. Fixe F' e a. Ora a € ex F(x) sse AG(ex F(x) = ex G(x) A
Ga) (pela defini¢ao de pertenca) sse 3G (Vx(Fx—Gx)AGa) (pela
lei basica V) sse Fa (por logica elementar de segunda ordem).O

E disto resulta quase de imediato a compreensao ingénua:
Lema 8.3 (em Grundgesetze.). VF3sVa(a € s & Fa)

Prova. Fixe F; agora Lema 8.2 da Va(a € ex F(x) < Fa); logo
dsVa(a € s & Fa) por generalizacao existencial. O resultado
segue-se, pois I era arbitrario. O

O paradoxo de Russell segue tomando ¥ dado por Vx(Fx <
X éx).



CAPITULO 9
Passos rumo a
y4

No capitulo anterior, consideramos a concepcao iterativa de con-
junto. Neste capitulo, tentaremos extrair a maior parte dos axio-
mas da teoria de conjuntos de Zermelo, isto é, Z. A abordagem
€ inteiramente inspirada em Boolos (1971), Scott (1974) e Shoen-

field (1977).

9.1 A histéria com mais pormenor

Na Secdo 8.4, citamos a descri¢cao de Shoenfield do processo de
formacao de conjuntos. Queremos agora escrever mais alguns
principios, para tornar esta histéria um pouco mais precisa. Eis-
0s:

Estdgios-sao-chave. Cada conjunto forma-se por algum esta-
gio.

Estdgios-sao-ordenados. Os estagios estdo ordenados: alguns
vém antes de outros.”

! Assumiremos de fato—tacitamente—que os estagios estdo bem ordenados.
O que isto significa explica-se no Capitulo 10. E um pressuposto substancial.
De fato, usando uma técnica muito engenhosa devida a Scott (1974), este pres-
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Estdgios-acumulam. Para qualquer estagio S, e para quais-
quer conjuntos que se formaram antes do estagio S: forma-
se, no estagio §, um conjunto cujos membros sdo exata-
mente esses conjuntos. Mais nada se forma no estagio .

Estes sdo principios informais, mas poderemos uséa-los para jus-
tificar varios dos axiomas da teoria de conjuntos de Zermelo.

(Convém uma palavra de cautela. Embora vamos apresen-
tar alguns axiomas completamente standard, com nomes com-
pletamente standard, os principios em italico que acabamos de
apresentar nao tém nomes particulares na literatura. Sdo apenas
alcunhas que esperamos serem uteis.)

9.2 Separagido

Comecamos com um principio que substitui a compreensao in-
génua:

Esquema de Separacio (Esquema de Separagdo). Para
cada formula ¢(x), isto é um axioma: para qualquer 4, o
conjunto {x € A: ¢(x)} existe.

Note que isto ndo é um tnico axioma. E um esquema de axi-
omas. Ha infinitamente muitos axiomas de Separacdo; um para
cada formula ¢(x). O esquema pode igualmente ser (e normal-
mente é) escrito do seguinte modo:

Para qualquer féormula ¢(x) que ndo contenha “S”, isto é um
axioma:
VAISVx(x € § & (p(x) A x € A)).

suposto pode ser evitado e depois deduzido. (Isto também explicara por que
devemos pensar que existe um estagio inicial.) Nao podemos aprofundar isso
aqui; para mais, veja Button (2021).
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Em conformidade com a convencio assinalada no inicio da
Parte III, as formulas ¢ nos axiomas de Separacdo podem ter
parametros.”

A Separacio justifica-se de imediato pela concepcao cumula-
tiva iterativa de conjuntos que vamos expondo. Para ver por que,
seja 4 um conjunto. Entao 4 forma-se por algum estagio S (por
Estdgios-sao-chave). Uma vez que A se formou no estagio S, todos
os membros de 4 formaram-se antes do estagio S (por Estdgios-
acumulam). Consideremos em particular todos os conjuntos que
sao membros de 4 e que também satisfazem ¢; claramente todos
estes conjuntos também se formaram antes do estagio S. Logo
formam-se num conjunto {x € 4 : ¢(x)} também no estagio §
(por Estdgios-acumulam).

Ao contrario da compreensao ingénua, isto evita o paradoxo
de Russell. Pois ndo podemos simplesmente afirmar a existéncia
do conjunto {x : x ¢ x}. Pelo contrario, dado algum conjunto 4,
podemos afirmar a existéncia do conjunto Ry = {x € 4 : x ¢
x}. Mas isto s6 prova que Ry ¢ Ry e Ry ¢ A, o que ndo é
preocupante.

Contudo, a Separacao tem uma consequéncia imediata e mar-
cante:

Teorema 9.1. Nao existe conjunto universal, isto ¢, {x : x = x} ndo
existe.

Prova. Por reducdo ao absurdo, suponhamos que V' é um con-
junto universal. Entao, por Separacao, R = {x e V' : x ¢ x} =
{x : x ¢ x} existe, o que contradiz o paradoxo de Russell. o

A auséncia de um conjunto universal—de fato, a abertura
da hierarquia de conjuntos—é uma das ideias mais fundamen-
tais por detras da concep¢ao cumulativa iterativa. Por isso vale
a pena ver que, intuitivamente, poderiamos chegar la por ou-
tro caminho. Um conjunto universal teria de ser um membro de

*Para uma explica¢do do que isto significa, veja a discussdo imediatamente
a seguir a Corolario 7.7.
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si proprio. Mas, na nossa concep¢ao cumulativa iterativa, cada
conjunto aparece (pela primeira vez) na hierarquia no primeiro
estagio imediatamente a seguir a todos os seus membros. Isto
implica que nenhum conjunto pertence a si proprio. Pois qual-
quer conjunto que pertencesse a si proprio teria de ocorrer pela
primeira vez imediatamente depois do estagio em que ocorreu
pela primeira vez, o que é absurdo. (Veremos na Defini¢ao 11.15
como tornar esta explicacdo mais rigorosa, usando a nogao de
“posto” de um conjunto. Contudo, precisaremos de mais alguns
axiomas para o fazer.)

Eis mais algumas consequéncias da Separacdo e da Extensi-
onalidade.

Proposigao 9.2. Se existe algum conjunto, entdo O existe.

Prova. Se A é um conjunto, ) = {x € A : x # x} existe por
Separacao. O
Proposigdo 9.3. A\ B existe quaisquer que sejam os conjuntos A ¢ B
Prova. A\ B ={x € A: x ¢ B} existe por Separacao. o

Também se verifica que existem (quase) intersecdes arbitra-
rias:

Proposicao 9.4. Se A # 0, entdo (VA= {x:(Vy € A)x € y} existe.

Prova. Seja A # 0, logo existe algum ¢ € 4. Entao (4 = {x :
(Vy € A)x € y} = {x € ¢ : (Vy € A)x € y}, que existe por
Separacao. O

Note, porém, a condi¢do de que A # 0; pois ()0 seria o
conjunto universal, vacuamente, o que contradiz Teorema g.1.



CAPITULO 9. PASSOS RUMO A Z 128

9.3 Uniao

Proposicao 9.4 deu-nos intersecdes. Mas, se quisermos que exis-
tam unides arbitrarias, precisamos de enunciar outro axioma:

Unido (Unido). Para qualquer conjunto 4, o conjunto (J4 =
{x:(3b € A)x € b} existe.

VAIUVx(x € U < (b € A)x € b)

Este axioma também se justifica pela concep¢ao cumulativa
iterativa. Seja 4 um conjunto, logo 4 forma-se por algum estagio
S (por Estdgios-sdo-chave). Cada membro de A4 formou-se antes de
S (por Estdgios-acumulam); logo, raciocinando de modo analogo,
cada membro de cada membro de 4 formou-se antes de §. Assim,
todos esses conjuntos estdo disponiveis antes de §, para serem
reunidos num conjunto em §. E esse conjunto é precisamente

U 4.

9.4 Pares

O proximo axioma a considerar é o seguinte:

Pares (Pares). Quaisquer que sejam os conjuntos a,b, o con-
junto {a,b} existe.

YaVbaPVx(x e P o (x = aV x = b))

Eis como justificar este axioma a luz da concepcao iterativa.
Suponhamos que a esta disponivel no estagio S, e b no estagio
T. Seja M o que quer que seja dos estagios S e 7' que ocorre
mais tarde. Entdo, uma vez que a e b estdo ambos disponiveis no
estagio M, o conjunto {a, b} é uma colecao possivel disponivel em
qualquer estagio depois de M (o que quer que seja o posterior).

Mas espera! Porqué assumir que existem estagios depois de
M? Se nao existir nenhum, a nossa justificacao falha. Por isso,
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para justificar Pares, teremos de acrescentar outro principio a
historia que contamos na Secdo (.1, nomeadamente:

Estdgios-prosseguem. Nao ha ultimo estagio.

Este principio estd justificado? Nada na histéria de Shoenfield
afirmava explicitamente que nao ha ultimo estagio. Ainda assim,
mesmo que seja (estritamente falando) um acréscimo a nossa
historia, encaixa bem na ideia basica de que os conjuntos se for-
mam em estagios. Aceitad-lo-emos simplesmente no que se segue.
E, assim, aceitaremos também o Axioma dos Pares.

Armados com este novo axioma, podemos provar a existéncia
de muitos mais conjuntos. Por exemplo:

Proposigao 9.5. Quaisquer que sejam os conjuntos a e b, existem os
seguintes conjuntos:

7. {a}

2. aUb
3 (a,b)

Prova. (1). Por Pares, {a,a} existe, o que é {a} por Extensionali-
dade.

(2). Por Pares, {a,b} existe. Ora, a U b = | J{a,b} existe por
Uniao.

(3). Por (1), {a} existe. Por Pares, {a,b} existe. Ora,
{{a},{a,b}} = (a,b) existe, de novo por Pares. |

9.5 Conjuntos poténcia
Prosseguiremos com outro axioma:

Conjuntos poténcia (Conjuntos poténcia). Para  qualquer
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conjunto 4, existe o conjunto p(4) = {x : x C 4}.
VA3PVx(x € P & (Vz € x)z € A)

A nossa justificacdo é bastante direta. Suponhamos que 4
se forma no estagio . Entdo todos os membros de 4 estavam
disponiveis antes de S (por Estdgios-acumulam). Logo, racioci-
nando como na justificagdo da Separacdo, cada subconjunto de
A forma-se até ao estagio §. Estao todos disponiveis, para serem
reunidos num unico conjunto, em qualquer estagio depois de .S.
E sabemos que existe algum tal estagio, pois § ndo é o ultimo
estagio (por Estdgios-prosseguem). Logo p(A) existe.

Eis uma boa consequéncia dos conjuntos poténcia:

Proposigao 9.6. Dados quaisquer conjuntos A, B, o seu produto car-
tesiano A X B existe.

Prova. O conjunto p(p(4 U B)) existe por Conjuntos poténcia e
Proposicdo g.5. Logo, por Separacgdo, existe este conjunto:

C={zep(@AUB)): (3xe A)(3y € B)z = (x.)}.

Agora, para quaisquer x € A e y € B, o conjunto (x,y) existe
por Proposicao g.5. Além disso, uma vez que x,y € 4U B, temos
{x}.{x.9} € p(AUB), e (x,9) € p(p(AU B)). Logo AXx B =C.0

Nesta prova, o axioma dos conjuntos poténcia interage com
a Separacdo. E isso ndo surpreende. Sem Separagio, o principio
dos conjuntos poténcia nao seria muito poderoso. Afinal, a Sepa-
racao nos diz que subconjuntos de um conjunto existem e, por
conseguinte, determina quao “gordo” é cada conjunto poténcia.

9.6 Infinito

Ja temos axiomas suficientes para garantir que ha infinitamente
muitos conjuntos (se € que existe algum). De fato, suponhamos
que algum conjunto existe; entdo () existe (por Proposicao ¢.2).
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Agora, para qualquer conjunto x, o conjunto x U {x} existe por
Proposicao g.5. Logo, aplicando isto algumas vezes, obtemos
conjuntos como se segue:

o. 0

1. {0}

- {0.{0}}

3. {0.{0}.{0.{0}}}

4- {0,{0}.{0,{0}}.{0.{0}.{0.{0}}}}

e podemos verificar que cada um destes conjuntos é distinto.

Comecamos a numeragao em 0, por varias razdes. Mas uma
delas é esta. Nao ¢é dificil verificar que o conjunto que rotulamos
“n” tem exatamente n membros e que (intuitivamente) se forma
no n-ésimo estagio.

Contudo. Isto nos da infinitamente muitos conjuntos, mas nao
garante que exista um conjunto infinito, isto €, um conjunto com
infinitamente muitos membros. E isto importa deveras: a menos
que encontremos um conjunto infinito de Dedekind, ndo pode-
mos construir uma algebra de Dedekind. Mas queremos uma
algebra de Dedekind, para a podermos tratar como o conjunto
dos numeros naturais. (Compare-se com Sec¢ao 7.4.)

Importa que os axiomas que estabelecemos até aqui ndo ga-
rantem a existéncia de nenhum conjunto infinito. Por isso temos
de enunciar um novo axioma:

[\

Infinito (Infinito). Existe um conjunto, 7, tal que 0 € [ e x U
{x} € I sempre que x € I.

AI((Foe)Vx x ¢ oA
VxeD(3sel)Vz(zeso (z€xVz=1x)))

E facil ver que o conjunto / que nos é dado pelo Axioma do
Infinito ¢ infinito de Dedekind. O seu elemento distinguido é 0,
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e a injecao em / é dada por s(x) = x U {x}. Agora, Teorema 7.5
mostrou como extrair uma algebra de Dedekind de um conjunto
infinito de Dedekind; e trataremos isso como o nosso conjunto
de numeros naturais. Mais precisamente:

Definic¢dao 9.7. Seja I qualquer conjunto que nos seja dado pelo
Axioma do Infinito. Seja s a funcdo s(x) = x U {x}. Seja
w = clog(@). Chamamos nimeros naturais aos membros de w,
e dizemos que 7 é o resultado de n aplicacdes de s a (.

Pode agora voltar atras e verificar que o conjunto rotulado
“n”, ha uns paragrafos, sera tratado como o ntimero n.

Discutiremos o significado desta estipulacdo na Secdo (.8.
Por ora, permite-nos provar um resultado intuitivo:

Proposicao 9.8. Nenhum nimero natural ¢ infinito de Dedekind.

Prova. A prova é por indugao, isto é, Teorema 7.6. Claramente
0 = 0 nao ¢ infinito de Dedekind. Para o passo indutivo, estabe-
leceremos a contrapositiva: se (absurdamente) s(n) for infinito
de Dedekind, entdo n é infinito de Dedekind.

Suponhamos, pois, que s(z) é infinito de Dedekind, isto é,
que existe alguma injecdo f com Im(f) ¢ dom(f) = s(n) =
n U {n}. Ha dois casos a considerar.

Caso 7: n ¢ Im(f). Entao Im(f) C n, e f(n) € n. Seja
g = fl, agoralm(g) = Im(f) \ {f(n)} € n =dom(g). Logo n
¢ infinito de Dedekind.

Caso 2: n € Im(f). Fixemos m € dom(f)\Im(f), e definamos
uma fung¢io £ com dominio s(n) = nU {n}:

Ky = {f(x) se f(x) # n
m se f(x)=mn

Assim /& e f coincidem em toda a parte, exceto que i(f~1(n)) =
m # n=f(f1(n)). Uma vez que f é uma injecio, n ¢ Im(k);
e Im(%) € dom(%) = s(n). Logo n é infinito de Dedekind, pelo
argumento do Caso 1. |
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A questao que permanece € como poderiamos justificar o Axi-
oma do Infinito. A resposta curta é que precisaremos de acrescen-
tar outro principio a histéria que vamos contando. Esse principio
¢ o seguinte:

Estdgios-atingem-o-infinito. Ha um estagio infinito. Isto ¢, ha
um estagio que (a) ndo é o primeiro estagio, e que (b) tem
alguns estagios antes de si, mas que (c) nao tem predeces-
sor imediato.

O Axioma do Infinito segue-se diretamente deste principio. Sa-
bemos que o nimero natural n se forma no estagio n. Logo o
conjunto w forma-se no primeiro estagio infinito. E o préprio w
testemunha o Axioma do Infinito.

Isto, porém, apenas nos leva de volta a questdo de como justi-
ficar Estdgios-atingem-o-infinito. Tal como Estdgios-prosseguem, nao
fazia parte explicita da histéria que contamos sobre a hierarquia
cumulativa iterativa. Mas mais do que isso: nada na prépria ideia
de uma hierarquia iterativa, em que os conjuntos se formam es-
tagio a estagio, nos obriga a pensar que o processo envolve um
estagio infinito. Parece perfeitamente coerente pensar que os es-
tagios estdo ordenados como os niimeros naturais.

Isto, contudo, levanta um problema 6bvio. Na Secdo 7.4,
consideramos a “prova” de Dedekind de que existe um conjunto
infinito de Dedekind (de pensamentos). Isto podera nao lhe ter
parecido muito satisfatorio. Mas se Estdgios-atingem-o-infinito nao
nos é “imposto” pela concepcao iterativa de conjunto (nem pe-
las “leis do pensamento”), continuamos sem uma justificacao in-
trinseca para a afirmacdo de que existe um conjunto infinito de
Dedekind.

Ha muito mais a dizer aqui, naturalmente. Mas esperamos
que esteja agora num ponto em que possa comecar a refletir sobre
o que podera custar justificar um axioma (ou um principio). No
que se segue tomaremos simplesmente Estdgios-atingem-o-infinito
como concedido.
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9.7 Z7: um marco

Voltaremos a Estdgios-atingem-o-infinito na parte seguinte. Con-
tudo, com o Axioma do Infinito, atingimos um marco importante.
Temos agora todos os axiomas necessarios para a teoria Z~. Em
detalhe:

Defini¢dao 9.9. A teoria Z~ tem estes axiomas: Extensionali-
dade, Uniao, Pares, Conjuntos poténcia, Infinito, e todas as ins-
tancias do esquema de Separacdo.

O nome abrevia Zermelo (menos algo que abordaremos mais
tarde). Zermelo merece a honra, pois formulou essencialmente
esta teoria no seu trabalho de 1go8a.3

Esta teoria é bastante poderosa para permitir-nos fazer uma
quantidade enorme de matematica. Em particular, deverd voltar
atras na Parte II e convencer-se de que tudo o que fizemos, in-
genuamente, pode ser feito de modo mais formal dentro de Z~.
(Depois de o fazer durante algum tempo, podera querer avangar
e ler a Secao g.9.) Por isso, daqui em diante, e sem mais comen-
tarios, assumiremos estar a trabalhar em Z~ (pelo menos).

9.8 A escolher os nimeros naturais

Na Defini¢ao 9.7, definimos explicitamente a expressao “ntimeros
naturais”. Como deve entender esta estipulagao? Nao é uma
afirmacao metafisica, mas apenas uma decisdo de tratar certos
conjuntos como os numeros naturais. Ja4 abordamos razées para
pensar assim na Secdo 3.2, na Secdo 6.5 e na Secao 7.4. Mas
podemos tornar essas razdes ainda mais nitidas.

O nosso Axioma do Infinito segue von Neumann (1925). Mas
eis outro axioma, que poderiamos ter adotado em alternativa:

3Para comentarios interessantes sobre a histéria e os pormenores técnicos,
veja Potter (2004, Apéndice A).
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Axioma do Infinito de Zermelo 1908a. Existe um conjunto 4 tal que
DeAde (Vx € A){x} € A.

Se tivéssemos usado o axioma de Zermelo em vez do nosso
Axioma do Infinito (inspirado em von Neumann), ter-nos-iam
sido dado igualmente um conjunto infinito de Dedekind e, por-
tanto, uma algebra de Dedekind. Na abordagem de Zermelo,
o elemento distinguido da nossa algebra seria de novo 0 (o
nosso sucedaneo de 0), mas a injecao seria dada pela aplicacao
x — {x}, em vez de x — x U {x}. A consequéncia mais simples
€ que Zermelo trata 2 como {{0}}, ao passo que nés (com von
Neumann) tratamos 2 como {0,{0}}.

Porqué escolher um axioma do Infinito em vez do outro? A
razdo pratica principal é que a abordagem de von Neumann “es-
cala” bastante bem para ntimeros transfinitos. Exploraremos isto
a partir do Capitulo 10 em diante. Porém, na simples perspectiva
de fazer aritmética, ambas as abordagens serviriam igualmente
bem. Por isso, se alguém lhe disser que os nimeros naturais sdo
conjuntos, a pergunta 6bvia é: Que conjuntos sao eles?

Esta pergunta precisa foi tornada célebre por Benacerraf
(1965). Mas vale a pena sublinhar que é apenas o exemplo mais
famoso de um fenémeno que ja encontramos muitas vezes. O
ponto essencial é este. A teoria dos conjuntos nos da uma ma-
neira de simular varios tipos de entidades “intuitivas”: os reais,
os racionais, os inteiros e os naturais, sim; mas também pares
ordenados, funcdes e relacdes. Contudo, a teoria dos conjuntos
nunca nos fornece uma escolha #nica de simulagao. Ha sempre
alternativas que—de modo direto—nos teriam servido tao bem.

9.9 Apéndice: Fechamento, compreensao e
intersecao

Na Secao g.7, sugerimos que voltasse atras no trabalho ingénuo
da Parte II e verificasse que este pode ser realizado em Z~. Se
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seguiu esse conselho, um ponto podera té-lo feito tropecar: o uso
da interse¢ao no tratamento por Dedekind dos fechamentos.
Recordemos, de Definicao 7.2, que

cloy(o) = ﬂ{X :0€ X e X é fHfechado}.

A forma geral disto é uma defini¢cao da forma:

C = ()X ().

Mas isto deve fazer soar o alarme: uma vez que a compreensao
ingénua falha, nao ha garantia de que {X : ¢(X)} exista. Parece,
entdo, perigosamente, que tais defini¢des sao truques.

Felizmente, ndo sao truques; ou melhor, se o forem tal como
estdo, entdo podemos empenharnos honestamente para as tor-
nar legitimas. Esse trabalho honesto foi antecipado na Propo-
sicao 9.4, quando explicamos por que (| 4 existe para qualquer
A # 0. Mas vamos explicita-lo.

Dada a Extensionalidade, se tentarmos definir C como ({X :
¢(X)}, tudo o que realmente pedimos é um objeto C que satisfaca
o seguinte:

Vx(x € C o VX (p(X) > x e X)) (*)

Suponhamos, agora, que existe algum conjunto, S, tal que ¢(S5).
Entao, para satisfazer Eq. (*), podemos simplesmente definir C
por Separa¢do, do seguinte modo:

C={xeS:VX(p(X) > xeX)}.

Deixamos como exercicio verificar que esta definicio produz
Eq. (*), como desejado. E esta estratégia geral permitir-nos-a
contornar qualquer uso aparente da compreensdo ingénua na
definicao de interse¢des. No caso particular que nos levou a
esta linha de raciocinio, nomeadamente o de cloy(0), eis como
isso funcionaria. Comecamos a prova de Lema 7.3 ao notar que
0o € Im(f)U{o} e que Im(f) U {0} é ffechado. Assim, podemos

definir o que queremos assim:

clog(o) = {x € Im(f)U{o}: (VX 3 0)(X é ffechado—x € X)}.
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Problemas

Problema g.1. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos
a,b,c, o conjunto {a,b,c} existe.

Problema g.2. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos
ai,...,a, o conjunto {a,...,a,} existe.

Problema g.3. Mostre que, quaisquer que sejam os conjuntos
A,B: (i) existe o conjunto de todas as relacées com dominio 4 e
contradominio B; e (ii) existe o conjunto de todas as fung¢oes de
A para B.

Problema g.4. Seja 4 um conjunto, e seja ~ uma relacao de equi-
valéncia em 4. Prove que existe o conjunto das classes de equi-
valéncia sob ~ em A4, isto é, 4/..



CAPITULO 10

Ordinais

10.1 Introdugdo

No Capitulo g, postulamos que existe um estagio infinito da hi-
erarquia, na forma de Estdgios-atingem-o-infinito (ver também o
nosso axioma do Infinito). Contudo, dado Estdgios-prosseguem,
nao podemos parar no estagio infinito; temos de continuar. As-
sim: no estagio seguinte ao primeiro estagio infinito, formamos
todas as colec¢des possiveis de conjuntos que estavam disponiveis
no primeiro estagio infinito; e repetimos; e repetimos; e repeti-
mos; ...

Implicitamente, o que aqui aconteceu foi comecarmos a in-
vocar uma nog¢ao “intuitiva” de numero, segundo a qual podem
existir numeros depois de todos os nimeros naturais. Em particu-
lar, a no¢do em causa é a de ordinal transfinito. O objetivo deste
capitulo é tornar esta ideia mais rigorosa. Exploraremos a no-
cdo geral de ordinal e depois definiremos explicitamente certos
conjuntos para serem os nossos ordinais.

10.2 A Ideia Geral de um Ordinal

Considere os numeros naturais, na sua ordem habitual:

0 <1 < 2 < 3 <4< b5 <--

138
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Chamamos a isto, na giria, uma w-sucessao. E, de fato, esta or-
denacdo geral espelha-se na nossa construcao inicial dos estagios
da hierarquia de conjuntos. Mas suponha agora que movemos 0
para o fim desta sucessdao, de modo que fica depois de todos os
outros numeros:

1 < 2 < 8 <4< 5 <--<0

Temos aqui as mesmas entidades, mas ordenadas de modo fun-
damentalmente diferente: a nossa primeira ordenacio nao tinha
ultimo elemento; a nova tem. De fato, a nova ordenacio consiste
numa w-sucessdo de entidades (1,2,3,4,5,...), seguida de outra
entidade. Serd uma sucessao do tipo w + 1.

Podemos gerar ainda mais tipos de ordenacdo, usando ape-
nas estas entidades. Por exemplo, considere todos os ntimeros
pares (na sua ordem natural) seguidos de todos os impares (na
sua ordem natural):

0 < 2 < 4 <-+< 1< 3 <--

Isto € uma w-sucessdo seguida de outra w-sucessao; uma sucessao
do tipo w + w.

Pois bem, podemos continuar. Mas o que gostariamos é de
ter uma forma geral de entender esta linguagem sobre ordenagoes.

10.3 Boas Ordenacdes
A nocao fundamental é a seguinte:

Defini¢dao 10.1. A relacdo < bem ordena A sse cumpre estas duas
condicodes:

1. < é conexa, isto é, para todos a,b € 4, oua <boua=>
oub < a;

2. todo o subconjunto nao vazio de 4 tem um membro <-
minimal, isto €, se O # X C A entdo (Im € X)(Vz € X)z £
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E facil ver que os trés exemplos que acabamos de considerar
eram de fato relacdes de boa ordenacdo.

Eis algumas observag¢des elementares mas extremamente im-
portantes sobre boa ordenacao.

Proposigdo 10.2. Se < bem ordena A, entdo todo o subconjunto nao
vazio de A tem um unico membro <-minimo, ¢ < é irreﬂexiva, assimé-
trica e transitiva.

Prova. Se X é um subconjunto nao vazio de 4, tem um membro
<-minimal m, isto é, (Vz € X)z £ m. Como < é conexa, (Vz €
X)m < z. Logo m é o membro <-minimo de X.

Para a irreflexividade, fixe a € 4; 0 membro <-minimo de {a}
€ a, logo a £ a. Para a transitividade, se a < b < ¢, entdo como
{a,b,c} tem um membro <-minimo, a < ¢. A assimetria segue
da irreflexividade e da transitividade O

Proposigdo 10.3. Se < bem ordena A, entdo para qualquer formula
p(x):

se (Va € A)((Vb < a)p(b) — ¢(a)), entdo (Va € A)p(a).

Prova. Provaremos a contrapositiva. Suponha —=(Va € 4)¢(a),
isto é, que X = {x € 4: -¢(x)} # 0. Entdao X tem um membro
<-minimal, a. Logo (Vb < a)¢(b) mas —¢(a). O

Esta ultima propriedade deve recordarlhe o principio de inducao
forte nos naturais, isto é: se (Vn € w)((Ym < n)p(m) — ¢(n)),
entdo (Vn € w)p(n). E esta propriedade torna a boa ordenacao
numa no¢ao muito robusta.'

'Lembrete: todas as formulas podem ter pardmetros (salvo indicagdo em
contrario).
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10.4 Isomorfismos de Ordem

Para explicar qudo robusta é a boa ordenacao, comecaremos por
introduzir um método para comparar boas ordenacoes.

Defini¢do 10.4. Uma boa ordena¢do é um par (4,<), tal que <
bem ordena A. As boas ordenacdes (4,<) e (B, <) sdo isomorfas
por ordem sse existe uma bijecio f: 4 — B tal que: x < y sse
f(x) < f(y). Neste caso, escrevemos (4,<) = (B, <), e dizemos
que f é um isomorfismo de ordem.

Daqui em diante, por brevidade, falaremos em “isomorfismos”
em vez de “isomorfismos de ordem”. Intuitivamente, os isomor-
fismos sao bijecoes que preservam estrutura. Eis alguns fatos
simples sobre isomorfismos.

Lema 10.5. Composigies de isomorfismos sao isomorfismos, isto é: se

f:A— Beg: B— C sao isomorfismos, entdo (go f): A — C ¢

um isomorfismo.

Prova. Fica como exercicio. O

Corolario 10.6. X =Y ¢ uma rela¢ao de equivaléncia.

Proposicao 10.7. Se (4,<) ¢ (B, <) sdo boas ordenagcoes isomorfas,
entdo o isomorfismo entre elas é unico.

Prova. Sejam f e g isomorfismos 4 — B. Provaremos o resul-
tado por inducao, isto é, usando Proposicao 10.3. Fixe a € 4, e
suponha (para inducdo) que (Vb < a)f(b) = g(b). Fixe x € B.

Se x < f(a), entao f~1(x) < a, logo g(f~1(x)) < g(a), invo-
cando o fato de f e g serem isomorfismos. Mas como f~!(x) < a,
pela suposicio x = f(f1(x)) = g(f1(x)). Logo x < g(a). Ana-
logamente, se x < g(a) entdo x < f(a).
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Generalizando, (Vx € B)(x < f(a) < x < g(a)). Segue que

f(a) = g(a) por Proposicao 3.27. Logo (Va € 4) f (a) = g(a) por
Proposicao 10.3. O

Isto da alguma ideia de que as boas ordenacdes sido robustas.
Mas para continuar a explicar isto, convém introduzir mais no-
tacao.

Defini¢dao 10.8. Quando (4,<) é uma boa ordenacdo com a €
4, seja A, = {x € A : x < a}. Dizemos que 4, é um segmento
inicial proprio de A (e permitimos que o proprio 4 seja um seg-
mento inicial impréprio de 4). Seja <, a restricio de < ao seg-
mento inicial, isto é, <[ 42

Com esta notac¢ao, podemos enunciar e provar que nenhuma boa
ordenacio é isomorfa a nenhum dos seus segmentos iniciais pré-
prios.

Lema 10.9. S¢ (4,<) ¢é uma boa ordena¢do com a € A, entdo (A,<
) # (4e,<a)

Prova. Por reducao ao absurdo, suponha f: 4 — 4, um isomor-
fismo. Como f é uma bijecdo e 4, C 4, usando Proposicio 10.2
seja b € A o membro <-minimo de 4 tal que b # f(b). Mos-
traremos que (Vx € A)(x < b & x < f (b)), donde seguira, por
Proposi¢ao 3.27, que b = f(b), completando a reducdao ao ab-
surdo.

Suponha x < 4. Logo x = f(x), pela escolha de 4. E f(x) <
f(b), por f ser um isomorfismo. Logo x < f ().

Suponha x < f(b). Logo f~1(x) < b, por f ser um isomor-
fismo, e portanto f~1(x) = x pela escolha de 4. Logo x < b. O

O nosso resultado seguinte mostra, grosso modo, que um
“segmento inicial” de um isomorfismo é um isomorfismo:
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Lema 10.10. S¢jam (A,<) ¢ (B, <) boas ordenagies. Se f: A — B ¢
um isomorfismo e a € A, entdo f 4, : Ay — Byf(4) € um isomorfismo.

Prova. Como f € um isomorfismo:

fl4d = fl{x € A: x < a}]
=fI{f7 o) ed: f0) < a}]
={peB:y<f(a)}
= By

E f14, preserva a ordem porque f preserva. O

Os nossos dois resultados seguintes estabelecem que as boas
ordenagdes sio sempre comparaveis:

Lema 10.11. S¢jam (A,<) e (B, <) boas ordenagies. Se (Aq,.<qy) =
(B> <p,) €{(Aay,<ay) = (Bpy,<p,), entdo a1 < ag sse by < by

Prova. Provaremos da esquerda para a direita; a outra dire¢ao
é analoga. Suponha ambos (A4,,,<4) = (Bp,<p) € (Agy,<a
) = (B,,<p,), com f: A, — By, o nosso isomorfismo. Seja
a1 < ag; entdo (A, <a) = (Bf(a1)><f(a)) POr Lema 10.10. Logo
(B, <p,) = <Bf(a1)a<f(a1)>, e portanto b1 = f(a1) por Lema 10.9.
Ora, b1 < by pois o dominio de f é By,. O

Teorema 10.12. Dadas quaisquer duas boas ordenagies, uma é iso-
morfa a um segmento inicial (ndo necessariamente proprio) da outra.

Prova. Sejam (A4,<) e (B,<) boas ordenagdes. Usando a Separa-
¢ao, seja

[ ={(a.by € AX B : (44,<a) = (Bp. <)}

Por Lema 10.11, a1 < ag sse by <bg para todos (a1, b1),{ag,b2) € f.
Logo f: dom(f) — Im(f) é um isomorfismo.
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Se ag € dom(f) e a1 < ag, entdo a; € dom(f) por
Lema 10.10; logo dom(f) € um segmento inicial de 4. Analo-
gamente, Im(f) é um segmento inicial de B. Por reducdo ao
absurdo, suponha que ambos sao segmentos iniciais priprios. En-
tdo seja a o membro <-minimo de 4 \ dom(f), de modo que
dom(f) = 4,4, e seja b o membro <-minimo de B \ Im(f), de
modo que Im(f) = By. Logo f: A, — By é um isomorfismo, e
portanto (a,b) € f, contradicio. O

10.5 Constru¢ao de Von Neumann dos
Ordinais

Teorema 10.12 sugere uma ideia. Poderiamos introduzir certos
objetos, chamados tipos de ordem, para servirem de representan-
tes das boas ordenacdes. Escrevendo ord(4,<) para o tipo de
ordem da boa ordenagao (4, <), gostariamos de garantir os dois
principios seguintes:

ord(A4,<) = ord(B, <) sse (4,<) = (B,<)
ord(4,<) < ord(B, <) sse (4,<) = (By,<;) para algum b € B

Além disso, poderiamos esperar introduzir tipos de ordem como
certos conjuntos, tal como podemos introduzir os ntimeros naturais
como certos conjuntos.

A forma mais comum de o fazer—e a abordagem que
seguiremos—¢ definir estes tipos de ordem via certos conjuntos
bem ordenados candnicos. Estes conjuntos canénicos foram intro-
duzidos pela primeira vez por von Neumann:

Defini¢dao 10.13. O conjunto 4 é transitivo sse (Vx € A)x C A.
Entao A é um ordinal sse A é transitivo e bem ordenado por €.

Daqui em diante, usaremos letras gregas para ordinais. Segue-se
imediatamente da definicao que, se @ € um ordinal, entao (@, €,)
é uma boa ordenacio, onde €,= {{x,y) € a? : x € y}. Assim,
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abusando um pouco da notac¢ao, podemos dizer que o préprio @
¢ uma boa ordenacao.
Eis os primeiros ordinais:

0.{0}.{0.{0}}.{0.{0}.{0.{0}}}.. ..

Repare que estes sdo precisamente os primeiros ordinais que en-
contramos no nosso Axioma do Infinito, isto é, na definicao de
von Neumann de w (ver Secao g.6). Isto ndo € coincidéncia. A
defini¢io de von Neumann dos ordinais trata os nimeros natu-
rais como ordinais, mas permite também ordinais transfinitos.

Como sempre, podemos agora perguntar: s@o estes os ordi-
nais? Ou von Neumann deu-nos apenas alguns conjuntos que
podemos fratar como os ordinais? O tipo de discussdes que se
podem ter sobre esta questido é semelhante as que tivemos na
Secao 3.2, Secdo 6.5, Secao 7.4, e Secao 9.8, pelo que nao insis-
tiremos no ponto. Em vez disso, daqui em diante usaremos “os
ordinais” para falar dos “ordinais de von Neumann”.

10.6 Propriedades Basicas dos Ordinais

Observamos que os primeiros ordinais sdo os nimeros naturais.
A razao principal para desenvolver uma teoria dos ordinais é
alargar o principio de inducdao que vale nos nimeros naturais.
Iremos construir isso através duma sucessao de resultados ele-
mentares.

Lema 10.14. Todo 0 membro de um ordinal é um ordinal.

Prova. Seja a um ordinal com b € @. Como « é transitivo, b C a.
Logo € bem ordena & pois € bem ordena a.

Para ver que b é transitivo, suponha x € ¢ € . Logo ¢ € «
pois b C @. Outra vez, como « ¢ transitivo, ¢ C @, de modo
que ¥ € . Logo x,¢,b € . Mas € bem ordena «a, logo € é
uma relacgao transitiva em @ por Proposicao 10.2. Logo, como

X € ¢ € b, temos x € b. Generalizando, ¢ C b O
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Corolario 10.15. @ = {f € « : B ¢ um ordinal}, para qualquer
ordinal «

Prova. Imediato a partir de Lema 10.14. O

A ideia grosseira dos dois resultados principais seguintes, Te-
orema 10.16 e Teorema 10.17, € que os ordinais eles préprios sao
bem ordenados por pertenca:

Teorema 10.16 (Inducio Transfinita). Para qualquer formula
p(x):
se Jap(a), entdo a(p(a) A (VB € a)—p(B))

onde os quantificadores exibidos ficam implicitamente restritos a ordi-
nais.

Prova. Suponha ¢(a), para algum ordinal @. Se (V3 € a)—¢(S),
terminamos. Caso contrario, como « ¢ um ordinal, tem um mem-
bro €-minimo que verifica ¢, e este é um ordinal por Lema 10.14.0

Repare que podemos exprimir igualmente Teorema 10.16 como
0 esquema:

se Ya((VB € a)¢(B) — ¢(a)), entdo Yap(a)

tomando simplesmente —¢(@) no Teorema 10.16, e depois fa-
zendo manipulac¢des logicas elementares.

Teorema 10.17 (Tricotomia). « € SV = SV S € «a, para
quaisquer ordinais @ e 3.

Prova. A prova é por dupla indugio, isto é, usando Teo-
rema 10.16 duas vezes. Diga-se que x € compardvel com y sse
XEYVX=yVyEx.

Para a induc¢do, suponha que todo o ordinal em a é compa-
ravel com todo o ordinal. Para uma segunda indugdo, suponha
que « é comparavel com todo o ordinal em . Mostraremos que
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a é comparavel com . Por inducdo em S, seguird que a é com-
paravel com todo o ordinal; e por induc¢do em «, todo o ordinal
é comparavel com todo o ordinal, como pretendido. Basta supor
que @ ¢ B e B ¢ a, e mostrar que a = 8.

Para mostrar que a C g3, fixe y € a; este é um ordinal por
Lema 10.14. Logo, pela primeira hipétese de indugao, y é com-
paravel com . Mas se y = 8 ou 8 € y entdo S € a (invocando
a transitividade de « se necessario), contra a suposicao; logo
v € B. Generalizando, o C 5.

Raciocinio exatamente analogo, usando a segunda hipétese
de inducdo, mostra que 5 C «. Logo a = §5. m]

Assim, por vezes escreveremos a < 3 em vez de @ € 3, ja que €
se comporta como relacdo de ordem. Nao ha razdes profundas
para além da familiaridade, e porque é mais facil escrever a < 8
doqueaefva=7°

Eis duas consequéncias rapidas dos tltimos resultados, a pri-
meira das quais pde a nova notacdo em pratica:

Corolario 10.18. Se Jap(a), entdo Ja(p(a) A VB (p(B) — a <
B)). Além disso, para quaisquer ordinais a,f3,y, tanto @ & « como
aEPBEYy > acvy.

Prova. Tal como Proposicao 10.2. |

Corolario 10.19. A ¢ um ordinal sse A ¢ um conjunto transitivo de
ordinais.

Prova. Da esquerda para a direita. Por Lema 10.14. Da direita para
a esquerda. Se A é um conjunto transitivo de ordinais, entao €
bem ordena A por Teorema 10.16 e Teorema 10.17. o

Agora, descrevemos Teorema 10.16 e Teorema 10.17 como
dizendo que € bem ordena os ordinais. Contudo, temos de ser
muito cautelosos com este tipo de afirmacédo, gracas ao resultado
seguinte:

?Poderiamos escrever @ € B; mas isso seria totalmente ndo convencional.
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Teorema 10.20 (Paradoxo de Burali-Forti). Nao existe con-
Jjunto de todos os ordinais

Prova. Por redugao ao absurdo, suponha O o conjunto de todos
os ordinais. Se @ € § € 0, entdo @ é um ordinal, por Lema 10.14,
logo @ € 0. Logo O ¢ transitivo, e portanto O é um ordinal por
Corolario 10.19. Dai O € 0, contradizendo Corolario 10.18. 0O

Este resultado deve o nome a Burali-Forti. Mas foi Cantor em
189g9—numa carta a Dedekind—quem viu pela primeira vez com
clareza a contradi¢do em supor que existe um conjunto de todos
os ordinais. Como van Heijenoort explica:

O préprio Burali-Forti considerou a contradigao
como estabelecendo, por reductio ad absurdum, o re-
sultado de que a ordenac¢ao natural dos ordinais é
apenas uma ordenacdo parcial. (Heijenoort, 1967,

p. 105)

Deixando de lado o erro de Burali-Forti, podemos resumir o pre-
cedente como segue. Os ordinais sdo conjuntos que individu-
almente sao bem ordenados por pertenca, e coletivamente sao
bem ordenados por pertenca (sem coletivamente constituirem
um conjunto).

Para concluir, eis mais propriedades basicas dos ordinais que
seguem de Teorema 10.16 e Teorema 10.17.

Proposigdao 10.21. Toda a sucessdo estritamente descendente de ordi-
nais ¢ finita.

Prova. Toda a sucessao infinita estritamente descendente de or-
dinais g > @1 > @9 > ... nao tem membro <-minimo, contradi-
zendo Teorema 10.16. O
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Proposicao 10.22. « C BV B C a, para quaisquer ordinais a,f3.

Prova. Se « € 3, entdo @ C 8 pois B € transitivo. Analogamente,
sef €a,entiof Ca. Esea=p,entdoa C f e § C a. Logo,
por Teorema 10.17 terminamos. O

Proposigdo 10.23. @ = 8 sse @ = B, para quaisquer ordinais 3.

Prova. Os ordinais sdo boas ordenacdes; logo isto é imediato da
Tricotomia (Teorema 10.17) e de Lema 10.9. O

10.7 Substitui¢do

Na Secao 10.5, motivamos a introdu¢do dos ordinais ao suge-
rir que os poderiamos tratar como tipos de ordem, isto é, como
representantes canonicos de boas ordenacgdes. Para que isso fun-
cione, seria preciso provar que foda a boa ordenag¢do ¢ isomorfa a
algum ordinal. Isso permitiria definir ord(4,<) como o ordinal «
tal que (4,<) = a.

Infelizmente, ndo podemos provar o resultado desejado ape-
nas com os axiomas introduzidos até aqui. (Veremos por que em
Secdo 12.2, mas por agora basta: ndo podemos.) Precisamos de
uma ideia nova, e eis-a:

Esquema de Substituicio (Esquema de Substituicdo). Para
qualquer féormula ¢(x,y), o seguinte é um axioma:

para qualquer 4, se (Vx € 4A)3'y ¢(x,y), entdo {y :
(Fx € A)p(x,y)} existe.

Como na Separacio, isto é um esquema: produz infinitamente
muitos axiomas, um para cada uma das infinitas ¢ distintas. E
pode igualmente ser (e normalmente é) escrito assim:
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Para qualquer formula ¢(x,y) que nao contenha “B”, o seguinte
€ um axioma:

VA[(Vx € A)3'y p(x,9) > IBYy(y € B & (Ix € A)p(x,9))]

A primeira vista, contudo, esta é uma férmula bastante in-
trincada. A consequéncia imediata seguinte da Substituicao da
provavelmente uma expressao mais clara a ideia intuitiva com que
trabalhamos:3

Corolario 10.24. Para qualquer termo 7(x), ¢ qualquer conjunto A,
este conjunto existe:

{t(x):x€dA}={y: (Tx e )y =1(x)}.

Prova. Como 7 € um termo, Vx3'y7(x) = y. A fortiori, (Vx €
A)3'y t(x) = y. Logo {y : (3x € A)7(x) = y} existe pela Substitu-
icao. O

Isto sugere que “Substituicdo” é um bom nome para o axioma:
dado um conjunto 4, pode formar um novo conjunto, {7(x) : x €
A}, substituindo cada membro de A4 pela sua imagem sob 7. De
fato, seguindo a nota¢do para a imagem de um conjunto sob uma
funcao, poderiamos escrever 7[A4] para {r(x) : x € 4}.

O essencial, porém, é que 7 é um fermo. Nao tem de ser (um
nome de) uma fun¢do, no sentido de Secao 4.3, isto €, um certo
conjunto de pares ordenados. Afinal, se f € uma funcdo (nesse
sentido), entdo o conjunto f[A4] = {f(x) : x € A} é apenas um
subconjunto particular de Im(f), e isso ja esta garantido a existir
apenas com os axiomas de Z~.%# A Substituicdo, em contraste,

3Um termo é uma expressdao que designa exatamente um objeto (em qual-
quer instancia¢do das suas variaveis livres). Por exemplo, “0” é um termo que
designa o conjunto vazio; “{x}” é um termo que designa o singular de x (seja
qual for x); “x U »” € um termo que designa a unido de x e de y (sejam quais
forem).

4Baste considerar {y e JU f: (Ax e A)y = f(x)}.
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€ um acréscimo poderoso aos nossos axiomas, como veremos no
Capitulo 12.

10.8 ZF : um marco

A questao de como justificar o Esquema de Substituicao (se é que
o justificamos) nao € linear. Como tal, a reservamos para o Ca-
pitulo 12. No entanto, com a adi¢cao da Substitui¢ao, atingimos
outro marco importante. Dispomos agora de todos os axiomas
necessarios para a teoria ZF~. Em detalhe:

Defini¢ao 10.25. A teoria ZF~ tem estes axiomas: Extensiona-
lidade, Unido, Pares, Conjuntos das Partes, Infinito, e todas as
instancias dos esquemas de Separacao e Substituicao. Por outras
palavras, ZF~ acrescenta a Substituicdo a Z~.

Isto designa a teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel (menos algo
que veremos mais adiante). Fraenkel recebe a honra, uma vez que
lhe é atribuida a formulac¢dao da Substituicdo em 1922, embora a
primeira formulacdo precisa seja devida a Skolem (1922).

10.9 Ordinais como Tipos de Ordem

Armados com a Substitui¢ao, e portanto trabalhando agora em
ZF~, podemos finalmente provar o resultado a que vimos aspi-
rando:

Teorema 10.26. 7oda a boa ordenacao é isomorfa a um inico ordinal.

Prova. Seja (A,<) uma boa ordenacdao. Por Proposicao 10.23, é
isomorfa no maximo a um ordinal. Logo, por redugdo ao ab-
surdo, suponha que (4,<) nao é isomorfa a nenhum ordinal. Co-
mecaremos por “tornar (4,<) o mais pequena possivel”. Em
detalhe: se algum segmento inicial préprio (4,,<,) nao for iso-
morfo a nenhum ordinal, existe um ¢ € A4 minimo com essa
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propriedade; entdo seja B = 4, e < = <,. Caso contrario, seja
B=Ae<=<.

Por defini¢ao, todo o segmento inicial proprio de B é iso-
morfo a algum ordinal, que é unico como acima. Logo, pela
Substitui¢do, o conjunto seguinte existe, e é uma funcao:

f={(B.b):beBep = (By<s)}

Para completar a redu¢do ao absurdo, mostraremos que f é um
isomorfismo @ — B, para algum ordinal a.

E 6bvio que Im(f) = B. E por Lema 10.11, f preserva a
ordenagao, isto é, y € B sse f(y) < f(B). Para mostrar que
dom(f) é um ordinal, por Corolario 10.19 basta mostrar que
dom(f) é transitivo. Fixe entdo 8 € dom(f), isto é, 8 = (B, <p)
para algum 4. Se y € 3, entdo y € dom(f) por Lema 10.10;
generalizando, 8 C dom(f). m|

Este resultado autoriza a definicdo seguinte, que queriamos
apresentar desde Secdo 10.5:

Definigao 10.27. Se (4,<) € uma boa ordenagio, entdo o seu
tipo de ordem, ord(4,<), é o tnico ordinal « tal que (4,<) = a.

Além disso, esta definicdo autoriza dois principios conveni-
entes:

Corolario 10.28. Sendo (A,<) ¢ (B, <) boas ordenagaes:

ord(4,<) = ord(B, <) sse (A,<) = (B, <)
ord(4,<) € ord(B, <) sse (4,<) = (By,<p) para algum b € B

Prova. A identidade vale por Proposicao 10.23. Para provar a
segunda afirmacao, seja ord(4,<) = « e ord(B,<) = B, e seja
f: B — (B,<) o nosso isomorfismo. Ent3o:

@ € 3 sse fl,: @ — Br(y) € um isomorfismo

sse (4,<) = (Bf(a)»<f(a))
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sse (A,<) = (By,<;) para algum b € B

por Proposicao 10.7, Lema 10.10, e Corolario 10.15. O

10.10 Ordinais Sucessores e Limites

Nos proximos capitulos, usaremos muito os ordinais. Por isso
convém introduzir algumas nog¢des simples.

Defini¢ao 10.29. Para qualquer ordinal @, o seu sucessor é a* =
@ U {a}. Dizemos que @ é um ordinal sucessor se B* = « para
algum ordinal §. Dizemos que @ é um ordinal /imite sse & nao é
nem vazio nem um ordinal sucessor.

O resultado seguinte mostra que esta é a nocdo certa de sucessor:

Proposi¢dao 10.30. Para qualquer ordinal :
7. x €Ea’;
2. at é um ordinal;

3. ndo existe ordinal B tal que @ € B € ™.

Prova. Trivialmente, @ € o U {a} = a*. Igualmente, a* é um
conjunto transitivo de ordinais, e portanto um ordinal por Coro-
lario 10.19. E é impossivel que @ € 8 € a*, pois entdo ou 8 € «
ou 3 = a, contradizendo Corolario 10.18. O

Isto autoriza também uma variante de prova por inducao trans-
finita:

Teorema 10.31 (Inducdo Transfinita Simples). Seja o(x)
uma formula tal que:

7. ©(0); e

2. para qualquer ordinal @, se () entdo p(a™); e
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3. sea ¢é um ordinal limite ¢ (NB € a@)@(B), entdo p(a).

EntaoVap(a).

Prova. Provamos a contrapositiva. Logo, suponha que existe al-
gum ordinal para o qual vale —¢; seja y o menor tal ordinal.
Entdo ouy = 0, ou y = a* para algum « tal que ¢(@); ou y é
um ordinal limite e (VB € y)¢(B). O

Um ultimo bocado de notagdo sera util mais adiante:

Defini¢dao 10.32. Se X é um conjunto de ordinais, entdo
Isub(X) = Ugex a’.

Aqui, “Isub” abrevia “least strict upper bound” (majorante supe-
rior estrito minimo).> O resultado seguinte explica isto:

Proposigdao 10.33. Se X ¢ um conjunto de ordinais, 1sub(X) ¢ o
menor ordinal estritamente maior do que todo o ordinal em X.

Prova. Seja Y = {a* : @ € X}, de modo que Isub(X) = Y.
Como os ordinais sdo transitivos e todo o membro de um ordinal
¢ um ordinal, Isub(X) é um conjunto transitivo de ordinais, e
portanto um ordinal por Corolario 10.1q.

Se @ € X, entdo ™ € Y, logo @t € UY = lsub(X), e
portanto @ € lsub(X). Logo Isub(X) é estritamente maior do
que todo o ordinal em X.

Inversamente, se @ € Isub(X), entdo @ € B* € Y para algum
B € X, de modo que @ < 8 € X. Logo Isub(X) é o majorante
superior estrito minimo de X. O

5Alguns livros usam “sup(X)” para isto. Mas outros usam “sup(X)” para
0 majorante superior ndo estrito minimo, isto é, simplesmente [ J X. Se X tem
um maior elemento, @, estas noc¢oes divergem: o majorante superior estrito
minimo é a*, enquanto o majorante superior nao estrito minimo € apenas a.
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Problemas

Problema 10.1. Sec¢do 10.2 apresentou trés ordenacdes exemplo
sobre os nimeros naturais. Verifique que cada uma é uma boa
ordenacao.

Problema 10.2. Prove Lema 10.5.

Problema 10.3. Complete o raciocinio “exatamente analogo”
na prova de Teorema 10.17.

Problema 10.4. Prove que, se cada membro de X é um ordinal,
entao | J X é um ordinal.



CAPITULO 11
Estagios e
postos

11.1 Definindo os estagios como os V,

No Capitulo 10, definimos boas ordenacdes e os ordinais (de
von Neumann). Neste capitulo, usaremos isto para caracterizar
a propria hierarquia de conjuntos. Para tal, recordemos que na
Secao 10.10 definimos a no¢do de ordinal sucessor e ordinal li-
mite. Usamos estas ideias na definicao seguinte:

Defini¢do 11.1.

Vp=0
Vor = p(Vy) para qualquer ordinal «
Vo = U v, quando « é um ordinal limite
y<a

Sera uma defini¢ao por recursio transfinita nos ordinais. A este
respeito, convém comparar com definicdes recursivas de funcoes
nos nameros naturais." Como ao tratar dos nameros naturais,

'Cf. as defini¢bes de adi¢do, multiplicagdo e exponenciacdo em Secdo 7.2.

156
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define-se um caso base e casos sucessor; mas ao tratar de or-
dinais, também precisamos de descrever o comportamento nos
casos limite.

Esta definicao dos V,, serd um marco importante. Motivamos
informalmente a nossa hierarquia de conjuntos como formando
conjuntos por estdgios. Os V, sdo, em efeito, precisamente esses
estagios. Importa, contudo, que se trata de uma caracterizacao
interna dos estagios. Em vez de sugerir um possivel modelo da
teoria, teremos definido os estagios dentro da nossa teoria dos
conjuntos.

11.2 Teorema(s) de recursiao transfinita

O primeiro passo é, contudo, confirmar que Defini¢do 11.1 é uma
definicdo bem sucedida. De modo mais geral, precisamos de
provar que qualquer tentativa de definir por recursao transfinita
(transfinita) tera éxito. Esse € o objetivo deste texto.

Aviso: este material é delicado. A licao geral, no entanto, é bem
simples: a inducdo transfinita mais o Esquema de Substitui¢ao
garantem a legitimidade de (varias versdes da) recursao transfi-
nita.”

Defini¢do 11.2. Seja 7(x) um termo; seja f uma funcao; seja a
um ordinal. Dizemos que f é uma aproximagao de ordem o para T

sse dom(f) =a e (VB € a)f(B) =7(fTp)-

Lema 11.3 (Recursio limitada). Para qualquer termo t(x) e
qualquer ordinal @, existe uma unica aproxima¢do de ordem « para
T.

Prova. Mostraremos que, para qualquer y < @, existe uma tnica
aproximacao de ordem 7.

?Lembrete: todas as férmulas e termos podem ter pardmetros (salvo indi-
cacdo em contrario).



CAPITULO 11. ESTAGIOS E POSTOS 158

Comecamos por estabelecer a unicidade. Sejam g e £ (respe-
tivamente) aproximacoes de ordem y e 6. Uma inducdo transfi-
nita nos seus argumentos mostra que g(8) = h(S3) para qualquer
B € dom(g)Ndom(k) = yNé = min(y,d). Logo as aproximacoes
sdo Gnicas (se existem) e coincidem em todos os valores.

Para estabelecer a existéncia, usamos agora uma inducdo
transfinita simples (Teorema 10.31) nos ordinais 6 < a.

A funcao vazia € trivialmente uma aproximac¢ao de ordem 0.

Se g é uma aproximacao de ordem vy, entdo g U {(y,7(g))} é
uma aproximac¢ao de ordem y*.

Se v é um ordinal limite e gs € uma aproximacido de ordem
0 para todo 0 6 < y, seja g = Usey gs- Isto é uma fungdo, pois
as varias gs coincidem em todos os valores. E se 6 € y entdo
g(6) = g5+(6) = 7(g5+Is) = 7(gTs)-

Isto completa a prova por inducao transfinita. O

Se nos permitirmos definir um fermo em vez de uma funcao,
podemos retirar a cota @ do resultado anterior. No enunciado e
na prova do resultado seguinte, quando o € um termo, definimos

oo ={(B.0(B)): B €a}.

Teorema 11.4 (Recursdo geral). Para qualquer termo 7(x), pode-
mos definir explicitamente um termo o (x) tal que o (@) = 7(0ly)
para qualquer ordinal a.

Prova. Para cada a, por Lema 11.3 existe uma tnica aproxima-
¢ao de ordem «a, fy, para 7. Definimos o (@) como f,+(@). Ora:

Jor (@)

T(far o)

T({(B.for(B)) : B € a})
T({(B. Jp+(B)) : B € a})

(o le)

o(a)

notando que fz+(8) Jo+(B) para todo o B < @, como no
Lema 11.3. O
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Notemos que Teorema 11.4 é um esquema. Crucialmente, nao po-
demos esperar que o defina uma funcao, isto é, um certo tipo de
conjunto, pois entdao dom(c) seria o conjunto de todos os ordi-
nais, contradizendo o paradoxo de Burali-Forti (Teorema 10.20).

Ainda falta mostrar, contudo, que Teorema 11.4 justifica a
nossa definicdo dos V,. Isto pode nao ser 6bvio de imediato;
mas tornar-se-a claro com uma tltima versao simples da recursao
transfinita.

Teorema 11.5 (Recursdo simples). Para quaisquer termos 7(x) e
0(x) e qualquer conjunto A, podemos definir explicitamente um termo
o (x) tal que:

o) =4
o(a®) =1(o(a)) para qualquer ordinal
o(a) =0(Im(ol,)) quando a ¢ um ordinal limite

Prova. Comecamos por definir um termo, £(x), do seguinte
modo:

A se x nado é uma funcao cujo

£(x) =

7(x(a)) sedom(x) =a?

dominio é um ordinal; caso contrario:

0(Im(x)) se dom(x) é um ordinal limite

Por Teorema 11.4, existe um termo o (x) tal que (@) = £(o[,)
para todo o ordinal «; além disso, o [, é uma funcdo com domi-
nio @. Mostramos que o tem as propriedades pretendidas, por
inducdo transfinita simples (Teorema 10.31).

Primeiro, o (0) = £(0) = A.

Segundo, o (a*) = (0 [4+) = T(0 o+ (@) = (0 (@)).

Por fim, o(a) =&(o1,) =0(Im(o,)), quando @ é limite. O

Ora, para justificar Definicao 11.1, basta tomar 4 = 0, 7(x) =
p(x) e 8(x) = U x. Por fim, isto justifica a definicao dos V!
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11.3 Propriedades basicas dos estagios

Para evidenciar a importancia fundacional da definicao dos V,
apresentaremos alguns resultados basicos sobre eles. Comeca-
mos com uma defini¢io:3

Defini¢ao 11.6. O conjunto 4 é potente sse Vx((Iy € A)x C y —
x € A).

Lema 11.7. Para cada ordinal a:
1. Cada V,, ¢ transitivo.
2. CadaV, ¢ potente.

3 Sey € a, entdo V, € V, (e portanto também V, C V,, por (1)

Prova. Provamos isto por inducdo transfinita (simultdnea). Para
a inducdo, supomos que (1)—(3) valem para cada ordinal 8 < «.

O caso a = 0 é trivial.

Suponhamos @ = B*. Para mostrar (3), se y € @ entdo
V, C Vp por hipoétese, logo V, € (V) = V,. Para mostrar
(2), suponhamos 4 C B € V,, isto é, A C B C V3; entao 4 C Vg,
logo A € V,. Para mostrar (1), notemos que se x € 4 € V, te-
mos A C Vg, logo x € Vg, logo x C V3 pois Vg é transitivo por
hipétese, e assim x € V.

Suponhamos que @ é um ordinal limite. Para mostrar (3), se
Yy € @ entdoy € y* € @, de modo que V,, € V,+ por hipotese, logo
Vy € Ugeq Vp = V. Para mostrar (1) e (2), basta observar que
uma unido de conjuntos transitivos (respetivamente, potentes) é
transitiva (respetivamente, potente). O

3Niao ha terminologia padrido para «potente»; este é o nome usado por
Button (2021).
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Lema 11.8. Para cada ordinal o, V,, € V,.

Prova. Por inducao transfinita. Evidentemente V) ¢ V.

Se Vo+ € Vyr = 9(Va), entao Vy+ C V,; e como V, € V,+ por
Lema 11.7, temos V, € V,. Reciprocamente: se V, ¢ V, entdo
Va/*' ¢ Va+

Se a € limitee V, € V, = Uﬂea V3, entao V, € Vp para algum
B € a; mas entdo também Vz € V,, logo Vg € Vi por Lema 11.7
(duas vezes). Reciprocamente, se Vg ¢ V3 para todo o 8 € a,
entio V, ¢ V,. O

Corolario 11.9. Para quaisquer ordinais a,B: o €  sse V, € Vg

Prova. Lema 11.7 da um sentido. Reciprocamente, suponhamos
Vo € Vg. Entao a # § por Lema 11.8; e § ¢ «, pois caso
contrario teriamos V3 € V, e logo Vg € V3 por Lema 11.7 (duas
vezes), contradizendo Lema 11.8. Logo a € § por tricotomia. O

Tudo isto permite pensar em cada V,, como o a-ésimo estagio da
hierarquia. Eis a razao.

Certamente os nossos V, podem ser vistos como formados
num processo iterativo, pois o uso de ordinais acompanha a nocao
de iteracdao. Além disso, se um estagio é formado antes do outro,
isto &, Vg € V,, isto é, B € a, entdo o nosso processo de formacao
é cumulativo, pois Vg C V,. Finalmente, estamos de fato a formar
todas as colecoes possiveis de conjuntos que estavam disponiveis
em qualquer estagio anterior, pois qualquer estdgio sucessor V,+
€ o conjunto poténcia do seu predecessor V.

Em resumo: com ZF~, estamos guase a terminar de articu-
lar a nossa visdo da hierarquia cumulativa e iterativa de con-
juntos. (Embora, naturalmente, ainda precisemos de justificar o
Esquema de Substitui¢ao.)
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11.4 Fundacao

Estamos apenas guase concluidos—e nao totalmente concluidos—
porque nada em ZF~ garante que fodo o conjunto esta em algum
Vy, isto é, que todo o conjunto é formado em algum estagio.

Ha, contudo, um sentido (matematico) bastante direto em
que nao importa se existem conjuntos fora da hierarquia. (Se os
houver, podemos simplesmente ignora-los.) Mas motivamos o
nosso conceito de conjunto com a ideia de que todo o conjunto é
formado em algum estagio (ver Estdgios-sao-chave na Secao g.1).
Logo queremos excluir a possibilidade de conjuntos que caem
fora da hierarquia. Por conseguinte, devemos acrescentar um
novo axioma, que assegura que todo o conjunto surge em algum
lugar da hierarquia.

Uma vez que os V, sdo os nossos estagios, poderiamos sim-
plesmente considerar acrescentar o seguinte como axioma:

Regularidade. VA3 A C V,

Seria uma abordagem perfeitamente razoavel. Contudo, por
razdes que se explicardo adiante, adotaremos antes um axioma
alternativo:

Fundac¢do (Fundacgio). (VA # 0)(3Be A)ANn B = 0.

Com algum trabalho, podemos mostrar (em ZF~) que a Fun-
dacdo implica a Regularidade:

Defini¢ao 11.10. Para cada conjunto 4, definimos:

clo(4) = 4,
clua(4) = | elu(4),
trel(4) = |_J cl,(4).

n<w
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Chamamos a trcl(4) o fecho transitivo de A.

O nome «fecho transitivo» é adequado:
Proposig¢ao 11.11. A C trcl(A4) e trcl(A4) é um conjunto transitivo.

Prova. Evidentemente 4 = clo(A4) C trcl(A4). E se x € b € trcl(4),
entdo b € cl,(4) para algum =, logo x € cl,;+1(4) C trcl(4). O

Lema 11.12. Se 4 ¢ um conjunto transitivo, entdo existe algum « tal
que A C V,.

Prova. Recordando a defini¢cao de «Isub(X)» em Definicao 10.32,
definimos dois conjuntos:

D={xeA:VY6xgVs}
a=Isub{6: (AxecA)(x CVsA(Vyed)x L V,)}

Suponhamos D = (. Se x € A, entdo existe algum 6 tal que x C V;
e, pela boa ordenacdo dos ordinais, (Vy € 6)x € V,;logo ¢ € «
e assim x € V, por Lema 11.7. Logo 4 C V,, como pretendido.

Basta pois mostrar que D = (). Por redu¢ao ao absurdo, su-
ponhamos o contrario. Pela Fundacdo, existe algum B € D C 4
tal que DN B = (. Se x € B entdo x € A, pois 4 é transitivo, e
como x ¢ D, segue que 36 x C V. Seja agora

B=Isub{6: (FxeB)(x CVsA(Vy<o)x L V,)}.

Como antes, B C Vg, contradizendo a afirmacio de que B € D.O

Teorema 11.13. A Regularidade vale.

Prova. Fixemos A4; agora A C trcl(A4) por Proposicao 11.11, que
é transitivo. Logo existe algum «a tal que 4 C trcl(4) C V, por
Lema 11.12 m|
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Estes resultados mostram que ZF~ prova a implicacao
Funda¢ao = Regularidade. Em Proposicao 11.22, mostraremos
que ZF~ prova Regularidade = Fundag¢do. Como tal, a Fundagao
e a Regularidade sao equivalentes (modulo ZF~). Mas isto signi-
fica que, dado ZF~, podemos justificar a Funda¢ao notando que é
equivalente a Regularidade. E podemos justificar a Regularidade
de imediato com base em Estdgios-sao-chave.

11.5 Z e ZF: um marco

Com a Fundacao, atingimos outro marco importante. Considera-
mos as teorias Z~ e ZF ", que dissemos ser certas teorias «<menos»
alguma coisa. Essa coisa é a Fundacdo. Logo:

Defini¢ao 11.14. A teoria Z acrescenta a Fundacdo a Z~. Os
seus axiomas sao Extensionalidade, Unido, Pares, Conjuntos das
Partes, Infinito, Fundacao, e todas as instincias do esquema de
Separacao.

A teoria ZF acrescenta a Fundacao a ZF~. Por outras pala-
vras, ZF acrescenta todas as instancias de Substitui¢io a Z.

Ainda assim, uma pergunta pode ter surgido. Se a Regula-
ridade é equivalente sobre ZF~ a Fundacao, e a justificacdao da
Regularidade é clara, por que dar voltas e tomar a Fundacao
como axioma basico, em vez da Regularidade?

Deixando de lado razdes histéricas (quem formulou o qué e
quando), a razdo essencial é que a Fundagao pode ser apresen-
tada sem recorrer a definicdo dos V,. Essa definicdo dependeu
de todo o trabalho na Secdo 11.2: foi preciso provar a recursao
transfinita, para mostrar que era legitima. Mas a nossa prova
da recursao transfinita usou o Esquema de Substitui¢do. Logo, em-
bora a Fundacio e a Regularidade sejam equivalentes médulo
ZF ", nao sdo equivalentes médulo Z~.

De fato, a questdao € mais grave do que esta observacao sim-
ples sugere. Embora ultrapasse o ambito deste livro, verifica-se
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que tanto Z~ como Z sdo demasiado fracas para definir os V.
Logo, se se trabalha apenas em Z, entdo a Regularidade (tal
como a formulamos) nem sequer faz sentido. E por isso que o
nosso axioma oficial é a Fundacao, e nao a Regularidade.

Daqui em diante, trabalharemos em ZF (salvo indicacdo em
contrario), sem mais comentarios.

11.6 Posto

Tendo definido os estagios como os V,, e sabendo que todo o con-
junto é subconjunto de algum estagio, podemos definir o posto de
um conjunto. Intuitivamente, o posto de 4 é o primeiro momento
em que A4 é formado. Com mais precisao:

Defini¢dao 11.15. Para cada conjunto 4, posto(4) é o menor or-
dinal @ tal que 4 C V.

Proposigdao 11.16. posto(A4) existe, para qualquer A.
Prova. Fica como exercicio. m]

A boa ordenagdo dos postos permite provar alguns resultados
importantes:

Proposi¢ao 11.17. Para qualquer ordinal a, V, = {x : posto(x) €

al.

Prova. Se posto(x) € a entdo x C Vjosto(x) € Va, logo x € V,
pois V, é potente (invocando Lema 11.7 varias vezes). Recipro-
camente, se x € V, entdo x C V,, logo posto(x) < «; agora uma
inducdo transfinita simples mostra que x ¢ V. |
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Proposicao 11.18. Se B € 4, entdo posto(B) € posto(4).

Prova. A C Vpyosto(4) = {x : posto(x) € posto(A4)} por Proposi-
¢ao 11.17. O

Com este fato, podemos estabelecer um resultado que nos per-
mite provar afirmacdes sobre todos os conjuntos por uma forma de
inducio:

Teorema 11.19 (Esquema de indugao-€). Para qualquer for-
mula ¢:
VA((Vx € A)p(x) — ¢(A)) — YAp(A).

Prova. Provaremos a contrapositiva. Suponhamos, pois,
-VAp(A). Pela inducdo transfinita (Teorema 10.16), existe
algum nao-¢ de posto minimo possivel; isto é, algum 4 tal que
—¢p(A) e Vx(posto(x) € posto(4) — ¢(x)). Ora, se x € 4 entdo
posto(x) € posto(4), por Proposicao 11.18, logo ¢(x); isto é,
(Vx € A)p(x) A —p(A). O

Eis uma forma informal de interpretar este resultado poderoso.
Digamos que ¢ é hereditdria sse sempre que todo o membro de
um conjunto € ¢, o proprio conjunto é ¢. Entao a inducao-€ diz
o seguinte: se ¢ ¢é hereditaria, todo o conjunto é ¢.

Para concluir a discussao dos postos (por agora), provaremos
algumas afirmacdes que ja antecipamos varias vezes.

Proposi¢dao 11.20. posto(A4) = Isub,c 4 posto(x).

Prova. Seja @ = lsub,cy posto(x). Por Proposicao 11.18, a <
posto(4). Mas se x € A entdo posto(x) € a, logo x € V, por
Proposicao 11.17, e portanto 4 C V,, isto é, posto(4) < a. Logo
posto(4) = a. O
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Corolario 11.21. Para qualquer ordinal @, posto(@) = a.

Prova. Suponhamos, por indugao transfinita, que posto(S) =
para todo o B € «@. Ora, posto(@) = lsubge, posto(B) =
Isubge, B = @ por Proposi¢ao 11.20. o

Finalmente, eis uma prova rapida do resultado prometido
no fim de Secdo 11.4, a saber que ZF~ prova a implicacao
Regularidade = Fundag¢ao. (Notemos que a nocao de «posto»
e Proposicao 11.18 estdo disponiveis para uso nesta prova pois—
como indicamos no inicio deste texto—podem ser apresentadas
usando ZF~ + Regularidade.)

Proposicdo 11.22 (trabalhando em ZF~ + Regularidade). 4
Fundagao vale.

Prova. Fixemos A # 0, e algum B € A de posto minimo possivel.
Se ¢ € B entdo posto(c¢) € posto(B) por Proposicao 11.18, logo
¢ ¢ A pela escolha de B. O
Problemas

Problema 11.1. Prove Proposicao 11.16.

Problema 11.2. Complete a inducao transfinita simples menci-
onada na Proposi¢ao 11.17.



CAPITULO 12

Substituicao

12.1 Introducgao

A Substituicao é o esquema axiomatico que distingue ZF de Z.
Recorremos a ele ao longo de Capitulos 10 a 11. Neste capi-
tulo, abordaremos finalmente a questao: a Substituicao esta jus-
tificada?

Para tornar a questdo precisa, convém observar que a Subs-
tituicdo é realmente bastante forte. Teremos uma ideia de quao
forte é ao longo deste capitulo (e de novo na Secao 15.5). Isto
sugere que uma justificacido é de fato necessaria.

Discutiremos dois tipos de justificacdo. Em tragos largos:
uma justificacao extrinseca € uma tentativa de justificar um axioma
pelos seus frutos; uma justificacdo intrinseca é uma tentativa de
justificar um axioma sugerindo que ele é vindicado pelos concei-
tos matematicos em causa. Teremos uma ideia mais clara do que
isto significa ao longo deste capitulo, mas nao passa da ponta de
um icebergue. Para mais pormenores, veja em particular Maddy
(1988a e 1988b).

12.2 A Forca da Substituicao

Comecamos com uma observacao simples sobre a for¢ca da Subs-
tituicdo: a menos que ultrapassemos Z, ndo podemos provar a

168
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existéncia de qualquer ordinal de von Neumann maior ou igual
aw+w.

Eis um esbo¢o do porqué. Trabalhando em ZF, considere-
mos o conjunto V.. Este conjunto serve como dominio de um
modelo para Z. Para ver isto, introduzimos alguma notacao para
a relativiza¢do de uma férmula:

Defini¢dao 12.1. Para qualquer conjunto A/, e qualquer férmula
¢, seja ¥ a formula que resulta de restringir todos os quanti-
ficadores de ¢ a M. Isto é, substituir “Ix” por “(Ix € M)”, e
substituir “Vx” por “(Vx € M)”.

Pode mostrarse que, para todo o axioma ¢ de Z, tem-se ZF +
goVwﬂ". Mas w + w nao esta em V., por Corolario 11.21. Logo
Z é consistente com a ndo existéncia de w + w.

Foi por isso que dissemos, na Se¢ao 10.7, que Teorema 10.26
nao pode ser provado sem Substituicao. Pois é facil, dentro de Z,
definir uma boa ordenacdo explicita que intuitivamente deveria
ter tipo de ordem w + w. De fato, demos um exemplo informal
disto em Secdo 10.2, quando apresentamos a ordenac¢ao nos nu-
meros naturais dada por:

n<msseoun<mem—népar,

ou n é par e m € impar.

Mas se w + w nao existe, esta boa ordenac¢ao nao é isomorfa a
nenhum ordinal. Logo Z ndo prova Teorema 10.26.

Invertendo o prisma: a Substitui¢do permite provar a exis-
téncia de w + w, e portanto tem de permitir provar a existéncia
de V,+u. E ndo s6. Para gualguer boa ordenacao que possamos
definir, Teorema 10.26 nos diz que existe algum « isomorfo com
essa boa ordenacao, e portanto que V, existe. De forma direta,
entdo, a Substituicdo garante que a hierarquia de conjuntos tem
de ser muito alta.

Nas proximas partes do capitulo, e de novo em Sec¢ao 15.5,
teremos uma ideia mais clara de quao alta a Substituicao forca a
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hierarquia a ser. O ponto simples, por agora, é que a Substituicao
precisa mesmo de justificacdo!

12.3 Considera¢des Extrinsecas sobre a
Substituicao

Comecamos por considerar uma tentativa extrinseca de justificar
a Substituicao. Boolos sugere uma, como segue.

[...] a razdo para adotar os axiomas da substituicao
é bastante simples: tém muitas consequéncias dese-
javeis e (aparentemente) nenhuma indesejavel. Para
além de teoremas sobre a concepgao iterativa, as con-
sequéncias incluem uma teoria satisfatéria, embora
nao ideal, dos ntimeros infinitos, e um resultado alta-
mente desejavel que justifica definicbes indutivas em
relacdes bem fundadas. (Boolos, 1971, 229)

A ideia central de Boolos é que devemos justificar a Substituicao
pelos seus frutos. E os frutos especificos que menciona sao os que
temos discutido nos ultimos capitulos. A Substitui¢do permitiu-
nos provar que os ordinais de von Neumann eram excelentes
sucedaneos da ideia de um tipo de boa ordenacao (isto é a nossa
“teoria satisfatéria, embora nao ideal, dos numeros infinitos”).
A Substituicdo permitiu-nos também definir os V,, estabelecer a
nocao de posto e provar a indugao-€ (isto corresponde aos nossos
“teoremas sobre a concepcao iterativa”). Por fim, a Substitui¢ao
permite provar o teorema de recursio transfinita (isto sdo as “de-
finicoes indutivas em relacoes bem fundadas”).

Sao, de fato, consequéncias desejaveis. Mas estas consequén-
cias desejaveis bastam para justificar a Substituicdo? Ndo. Ou
pelo menos, nao de forma direta.

Eis um problema simples. Embora tenhamos enunciado algu-
mas consequéncias desejaveis da Substituicdo, muitas delas po-
deriam ter sido obtidas por outras vias. Isto ndo é tdo conhecido
como devia, pelo que convém explicar a situacao.
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Existe uma teoria simples de conjuntos, a Teoria dos Niveis,
ou LT abreviadamente.! Os axiomas de LT siao apenas Exten-
sionalidade, Separacdo e a afirmacdo de que todo o conjunto é
subconjunto de algum nivel, onde “nivel” é definido de modo as-
tuto para que os niveis se comportem como 0s nossos amigos, os
Vo. Logo ZF prova LT; mas LT é muito mais fraca que ZF. De
fato, LT nao da Pares, Conjuntos potencia, Infinito nem Substi-
tuicdo. Seja Zr o resultado de acrescentar Infinito e Conjuntos
potencia a LT; isto fornece também Pares, logo Zr é pelo menos
tao forte quanto Z. Mas, de fato, Zr é estritamente mais forte
que Z, pois acrescenta a afirmacdo de que todo o conjunto tem
posto (dai a sugestdo de o chamar Zr). De fato, Zr fornece: uma
teoria perfeitamente satisfatéria dos ordinais; resultados que es-
tratificam a hierarquia em estagios bem ordenados; uma prova
da inducao-€; e uma versd@o da recursao transfinita.

Em resumo: embora Boolos nao soubesse disto, todas as con-
sequéncias desejaveis que menciona poderiam ter sido obtidas
sem Substituicao; bastaria usar Zr em vez de Z.

(Diante disto, por que seguimos a rota convencional,
ensinando-lhe ZF em vez de LT e Zr? Ha duas razdes. Primeiro:
por razdes puramente histéricas, comecar por LT é pouco stan-
dard; queriamos dota-lo de ferramentas para ler discussdes mais
standard de teoria de conjuntos. Segundo: quando estiver prepa-
rado para apreciar LT e Zr, pode simplesmente ler Potter 2004
e Button 2021.)

Naturalmente, como Zr é estritamente mais fraca que ZF,
ha resultados que ZF prova e que Zr deixa em aberto. Logo
alguém poderia tentar justificar a Substituicdo em bases extrin-
secas apontando para um desses resultados. Mas, uma vez que
saiba usar Zr, é bastante dificil encontrar muitos exemplos de
coisas que (a) ficam decididas pela Substituicio mas nao de ou-
tro modo, e (b) sdo intuitivamente verdadeiras. (Para mais sobre

!As primeiras versdes de LT sdo apresentadas por Montague (1965) e
Scott (1974); foi simplificada e recebeu tratamento de livro por Potter (2004);
e Button (2021) simplificou recentemente ainda mais LT.
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isto, veja Potter 2004, §13.2.)

A conclusao é esta. Para fornecer uma justificacao extrinseca
convincente da Substituicdo, seria preciso encontrar um resul-
tado que ndo possa ser obtido sem Substituicdo. E isso ndo é
empresa facil.

Consideremos um problema adicional que surge para qual-
quer tentativa de oferecer uma justificacdo puramente extrinseca
da Substituicdo. (Este problema é talvez mais fundamental que o
primeiro.) Boolos ndo se limita a observar que a Substituicdo tem
muitas consequéncias desejaveis. Afirma também que a Substitu-
icao “(aparentemente) nao tem” consequéncias indesejaveis. Mas
esta ressalva entre parénteses, “aparentemente”, é seguramente
absolutamente crucial.

Relembre como chegamos aqui: a Compreensido ingénua
encontrou inconsisténcia, e respondemos a essa inconsisténcia
abracando a concep¢do cumulativa-iterativa de conjunto. Esta
concep¢ao vem equipada com uma narrativa que, esperamos,
nos assegura a sua consisténcia. Mas se nao pudermos justificar
a Substituicao dentro dessa narrativa, entdo ndo temos (ainda)
razao para crer que ZF é consistente. Ou melhor: nao temos
razao para crer que ZF é consistente, para além do fato (talvez
meramente contingente) de que ninguém descobriu ainda uma
contradi¢do. Exatamente nesse sentido, o comentario de Boo-
los parece reduzir-se a isto: “(aparentemente) ZF é consistente”.
Deveriamos exigir maior garantia de consisténcia do que isto.

Esta questao afecta qualquer tentativa puremente extrinseca
de justificar a Substituicdo, isto é, qualquer justificacdo formu-
lada unicamente em termos das consequéncias (conhecidas) de
ZF. Como tal, convém procurar uma justificacio intrinseca da
Substituicao, isto é, uma justificacdo que sugira que a narrativa

[(SP-eX

que contamos sobre conjuntos de algum modo “ja” nos compro-
mete com a Substituicio.
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12.4 Limitacdo de Tamanho

Talvez a tentativa mais comum de oferecer uma justificacao “in-
trinseca” da Substituicdo passe pela seguinte nogao:

Limita¢do-de-tamanho. Quaisquer coisas formam um con-
junto, desde que nao haja demasiadas.

Este principio vindicara de imediato a Substitui¢ao. Afinal, qual-
quer conjunto formado por Substituicao nao pode ser maior do
que o conjunto a partir do qual foi formado. Enunciado com pre-
cisdo: suponha que forma um conjunto 7[4] = {r(x) : x € 4}
usando Substituicao; entdo 7[4] < 4; logo, se os membroos de
A nao eram demasiado numerosos para formar um conjunto, as
suas imagens nao sao demasiado numerosas para formar 7[4].

A dificuldade 6bvia em invocar Limita¢do-de-tamanho para jus-
tificar a Substituicdo é que ainda nao estabelecemos qualquer
principio como Limita¢do-de-tamanho. Além disso, quando conta-
mos a nossa histéria sobre a concep¢do cumulativa-iterativa de
conjunto em Capitulos 8 a g, nada sugeriu a direcao de Limita¢do-
de-tamanho. Isto é, de fato, precisamente a razao pela qual Boolos
escreveu num dado momento: “Talvez se possa concluir que ha
pelo menos dois pensamentos ‘por detras’ da teoria de conjun-
tos” (1989, p. 19). Por um lado, as ideias em torno da concep¢ao
cumulativa-iterativa de conjunto destinam-se a vindicar Z. Por
outro, Limita¢do-de-tamanho visa vindicar a Substituicao.

Mas a questao nao é apenas termos estado até aqui em siléncio
sobre Limita¢do-de-tamanho. Antes, a questao é que Limita¢do-
de-tamanho (tal como acabamos de o formular) parece assentar
mal com a nog¢ao cumulativa-iterativa de conjunto. Afinal, ndo
menciona nada sobre a ideia de conjuntos formados em estdgios.

Isto ndo surpreende muito, dada a histéria destes “dois pen-
samentos” (isto é, a concep¢ao cumulativa-iterativa de conjunto,
e Limitagdo-de-tamanho). Estes “dois pensamentos” acabam por
ser dois projetos bastante diferentes para bloquear os paradoxos
da teoria de conjuntos. A no¢ao cumulativa-iterativa de conjunto
bloqueia o paradoxo de Russell dizendo, em tracos largos: nunca
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deveriamos ter esperado que existisse um conjunto de Russell, porque
ndo seria “formado” em nenhum estdgio. Por contraste, Limitag¢ao-de-
tamanho visa excluir o conjunto de Russell, dizendo, em tragos
largos: nunca deveriamos ter esperado que existisse um conjunto de Rus-
sell, porque seria demasiado grande.

Posto assim, sejamos diretos: considerada como resposta aos
paradoxos, Limita¢do-de-tamanho carece de muito mais justifica-
cao. Considere, por exemplo, esta versio do paradoxo de Rus-
sell: nenhum pug fareja exatamente os pugs que ndo se cheiram a si
proprios (ver Secao 8.2). Se perguntar “por que nao ha tal pug?”,
nao é boa resposta dizerlhe que tal pug teria de cheirar demasi-
ados pugs. Logo por que seria boa explicacdo intuitiva, da nao
existéncia de um conjunto de Russell, que teria de ser “demasi-
ado grande” para existir?

Em suma, é perdoavel estar um pouco perplexo quanto a mo-
tivacdo “intuitiva” para Limita¢do-de-tamanho.

12.5 Substituicao e “Infinito Absoluto”

Deixamos agora Limita¢do-de-tamanho para tras e exploramos
uma outra familia de tentativas (intrinsecas) de justificar a Subs-
tituicdo, que levam a sério a ideia de conjuntos formados em
estagios.

Quando delineamos pela primeira vez o processo iterativo,
oferecemos alguns principios que explicam o que acontece em
cada estagio. Foram Estdgios-sdo-chave, Estdgios-sao-ordenados, e
Estdgios-acumulam. Mais tarde, acrescentamos alguns princi-
pios que nos dizem algo sobre o nimero de estagios: Estdgios-
prosseguem disse-nos que o processo de formacdo de conjuntos
nunca termina, e Estdgios-atingem-o-infinito disse-nos que o pro-
cesso passa por um estagio infinito-ésimo.

E razoavel sugerir que estes dois tltimos principios decorrem
de algum principio mais amplo, como:

Estdgios-sao-inesgotdveis. Ha absolutamente infinitamente
muitos estagios; a hierarquia é tao alta quanto possivel.



CAPITULO 12. SUBSTITUICAO 175

Obviamente isto é um principio informal. Mas mesmo que nao
seja imediatamente implicado pela concepcao cumulativa-iterativa
de conjunto, certamente parece consonante com ela. Pelo menos,
e ao contrario de Limita¢do-de-tamanho, retém a ideia de que os
conjuntos sao formados estagio a estagio.

A esperanca, agora, é alavancar Estdgios-sdo-inesgotdveis numa
justificacdo da Substituicdo. Vejamos como isso poderia fazer-se.

Na Secao 10.2, vimos que é facil construir uma boa ordena-
cao que (moralmente) deveria ser isomorfa a w+w. Dito de outro
modo, podemos facilmente imaginar um processo iterativo esta-
gio a estagio, cujo tipo de ordem (moralmente) é w + w. Como
tal, se aceitamos Estdgios-sao-inesgotdveis, entdo deveriamos cer-
tamente aceitar que ha pelo menos um estagio w + w-ésimo da
hierarquia, isto é, V.., pois a hierarquia seguramente poderia
continuar até aqui.

Este pensamento generaliza-se como segue: para qualquer
boa ordenacdo, o processo de construir a hierarquia iterativa de-
veria correr pelo menos tdo longe quanto essa boa ordenacao.
E poderiamos garantir isto tratando Teorema 10.26 como um
axioma. Isto diria-nos que toda a boa ordenacdo € isomorfa a
um ordinal de von Neumann. Como cada ordinal de von Neu-
mann serd igual ao seu proprio posto, Teorema 10.26 dir-nos-a
entdo que, sempre que possamos descrever uma boa ordenacao
na nossa teoria de conjuntos, o processo iterativo de formacao
de conjuntos tem de ultrapassar essa boa ordenacao.

Esta ideia parece certamente um corolario de Estdgios-sdo-
inesgotdveis. Infelizmente, se o nosso objetivo é extrair a Substitu-
icao desta ideia, enfrentamos um obstaculo simples e técnico: a
Substituicdo é estritamente mais forte que Teorema 10.26. (Esta
observacao é feita por Potter (2004, §13.2); prova-lo-emos na Se-
cao 12.8.)

A conclusao € que, se vamos entender Estdgios-sao-inesgotdveis
de modo a obter a Substitui¢do, entdo ndo pode meramente dizer
que a hierarquia ultrapassa qualquer boa ordenacao. Tem de fa-
zer uma afirmacao mais forte. Com este fim, Shoenfield (1977)
prop6s um refor¢co muito natural da ideia, como segue: a hie-
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rarquia nao € cofinal com nenhum conjunto.” Com um pouco
mais de pormenor: se T € um mapeamento que envia conjuntos
para estagios da hierarquia, a imagem de qualquer conjunto 4
sob 7 ndo esgota a hierarquia. Dito de outro modo (esquemati-
camente):

Estdgios-sao-supercofinais. Se A é um conjunto e 7(x) é um
estagio para todo o x € 4, entdo existe um estagio que vem
depois de cada 7(x) para x € 4.

E 6bvio que ZF prova uma versio adequadamente formalizada
de Estdgios-sao-supercofinais. Reciprocamente, podemos argumen-
tar informalmente que Estdgios-sao-supercofinais justifica a Substi-
tuicdo.? De fato, suponha (Vx € 4)3'y ¢(x,y). Entdo, para cada
x € 4, seja 0 (x) o y tal que ¢(x,y), e seja T(x) o estagio em que
o (x) é formado pela primeira vez. Por Estdgios-sao-supercofinais,
existe um estagio V tal que (Vx € A)r(x) € V. Ora, como
cada 7(x) € V e o(x) € 7(x), por Separacao podemos obter

{peV:(Fxedo(x)=yt={y: (3x e Ae(x,9)}.

Logo Estdgios-sao-supercofinais vindica a Substituicao. E é pelo
menos plausivel que Estdgios-sao-inesgotdveis vindique Estdgios-s@o-
supercofinais. De fato, suponha que Estdgios-sao-supercofinais falha.
Logo a hierarquia é cofinal com algum conjunto 4, isto ¢, temos
uma aplicagdo 7 tal que para qualquer estdgio § existe algum
x € A tal que § € 7(x). Nesse caso, temos de fato uma forma de
apreender o suposto “infinito absoluto” da hierarquia: ele é esgo-
tado pela imagem de 7 aplicada a 4. E isso compromete a ideia
de que a hierarquia é “absolutamente infinita”. Contrapondo:
Estdgios-sao-inesgotdveis implica Estdgios-sao-supercofinais, que por
sua vez justifica a Substituicdo.

2Godel parece ter proposto um pensamento semelhante; ver Potter (2004,
p- 223). Para discussdo de Godel e Shoenfield, ver Incurvati (2020, go-5).

3Seria mais dificil provar a Substituicdo usando alguma formalizagao de
Estdgios-sao-supercofinais, pois Z por si s6 nao é forte o suficiente para definir os
estagios, logo ndo é claro como se formalizaria Estdgios-sao-supercofinais. Uma
opg¢ao, contudo, é trabalhar nalguma extensdo de LT, como discutido na Se-
¢ao 12.3.
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Isto representa uma tentativa genuinamente promissora de
fornecer uma justificagdo intrinseca da Substituicdo. Mas se fun-
ciona ultimamente ou ndo, teremos de deixar para si decidir.

12.6 Substituicio e Reflexdo

A nossa ultima tentativa de justificar a Substituicdo, via Estdgios-
sdo-inesgotdveis, comeca com um resultado profundo e ele-
gante:*

Teorema 12.2 (Esquema de reflexdao). Para qualquer formula
-

Va3B > a(Vx1....x, € V) (@(x1,. .., %) © @77 (x1,. .. ,%,))

Como na Defini¢do 12.1, ¢'# é o resultado de restringir todos os
quantificadores de ¢ ao conjunto Vz. Assim, intuitivamente, a
Reflexao diz o seguinte: se ¢ é verdadeira em toda a hierarquia,
entdo ¢ é verdadeira em arbitrariamente muitos segmentos iniciais
da hierarquia.

Montague (1961) e Lévy (1960) mostraram que (formulag¢oes
adequadas da) Substituicdo e da Reflexdo sdo equivalentes, mo-
dulo Z, de modo que acrescentar qualquer uma delas da ZF.
(Provamos estes resultados na Secdo 12.7.) Dada esta equiva-
léncia, poderse-a esperar justificar a Reflexdo e a Substituicao
via Estdgios-sao-inesgotdveis do seguinte modo: dado Estdgios-sao-
inesgotduveis, a hierarquia devera ser muito, muito alta; tao alta, de
fato, que nada do que podemos dizer sobre ela é suficiente para
limitar a sua altura. E podemos entender isto como a ideia de
que, se qualquer sentenca ¢ é verdadeira em toda a hierarquia,
entdo é verdadeira em arbitrariamente muitos segmentos iniciais
da hierarquia. E isso é precisamente a Reflexao.

De novo, isto parece uma tentativa genuinamente promissora
de fornecer uma justificacao intrinseca da Substituicdo. Mas ha

4Lembrete: todas as formulas podem ter parametros (salvo indicacdo ex-
plicita em contrario).
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demasiado a dizer sobre o assunto aqui. Cabe-lhe agora decidir
por si se tem éxito.>

12.7 Apéndice: Resultados sobre
Substituicao

A seguir, provaremos a Reflexdo dentro de ZF. Provaremos tam-
bém em que sentido a Reflexdo é equivalente a Substituicao. E
provaremos uma consequéncia interessante de tudo isto, relativa
a forca da Reflexao/Substituicao. Aviso: isto ¢, de longe, a parte mais
avanc¢ada de matemdtica deste manual.

Comecamos com um lema que, por brevidade, recorre ao
expediente notacional do sobrelinhado para lidar com sequéncias
de variaveis ou objetos. Assim: “a;” abrevia “ay,, ..., az,”, onde
n é determinado pelo contexto.

Lema 12.3. Paracadal < i < k, seja ;(v;,x) uma formula. Entdo,
para cada « existe algum > « tal que, para quaisquer ay,...,a €
Vg ecadal <i <k:

E‘x‘pi(zi’x) - (a‘x € V,B)Qol(zhx)

Prova. Definimos um termo u como segue: u(ay,...,ax) € o es-
tagio minimo, V, que satisfaz todos os seguintes condicionais,
paral <i<k:

Fxgi(a;,x) — (Ix € V)gi(a;,x))

E facil verificar que u(a,...,a;) existe para todos ay,...,a.
Ora, usando a Substituicdo e o nosso teorema de recursio, defi-
nimos:

So = Vos1
Sps1 = Sy U U{,u(ﬁl,. @R AL T € Sy)

5Podera, no entanto, querer continuar lendo Incurvati (2020, 95-100).
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S:US,,.

m<w

Cada S,, e portanto o préprio S, é um estagio depois de V,.
Fixemos aj, ..., a; € §; logo existe algum zn < w tal que aj,
.., ar € §,. Fixemos algum 1 < i < £k, e suponhamos que
Ixg;(a;,x). Entao (3x € u(ai,...,ar))pi(a;,x) por construcao,
logo (3x € Sp+1)pi(a;, x) e portanto (Ix € §)¢;(a;,x). Logo S é
o nosso Vg. O

Podemos agora provar Teorema 12.2 de forma bastante direta:

Prova. Fixemos @. Sem perda de generalidade, podemos assu-
mir que os unicos conectivos de ¢ sdo 3, = e A (pois estes sdo
expressivamente adequados). Sejam y1,. . ., uma enumeragao
de cada uma das subférmulas de ¢ por ordem de complexidade,
de modo que ¥ = ¢. Por Lema 12.3, existe um 8 > « tal que,
para qualquer a; € Vg e cada 1 <i < k:

Axyi(a;,x) — (3w € Vp)yi(ai, x) *)

Por indugdo na complexidade de ¢;, mostraremos que ¥;(a;) <
v,l/;/ﬁ (a;), para qualquer a; € V3. Se y; é atémica, isto é trivial. A
bicondicional estabelece também que, quando ¥; é uma negacao
ou conjuncdo de subférmulas que satisfazem esta propriedade, a
propria ; satisfaz esta propriedade. Logo o unico caso interes-
sante é o da quantificacdo. Fixemos a; € V3; entdo:

(Fxy;(@;,x))" sse (Ax € Vﬁ)lﬁiyﬂ (a;,x) por definicao
sse (Ix € Vp)y,(a;,x) por hipotese
sse Axy;(a;,x) por (¥)

Isto completa a inducgao; o resultado segue pois ¥ = ¢. m|

Provamos a Reflexdo em ZF. A nossa prova seguiu essenci-
almente Montague (1961). Queremos agora provar em Z que a
Reflexao implica a Substitui¢dao. A prova segue Lévy (1960), com
uma simplificacdo.
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Como trabalhamos em Z, nao podemos apresentar a Refle-
x40 exatamente na forma dada acima. Afinal, formulamos a Re-
flexdao usando a notacdao “V,”, e isso nao pode ser definido em
Z (ver Secdo 11.5). Em vez disso, ofereceremos uma formulagao
aparentemente mais fraca da Substitui¢do, como segue:

Reflexao fraca. Para qualquer férmula ¢, existe um conjunto tran-
sitivo § tal que 0, 1 e quaisquer parametros de ¢ sio membroos
de S, e (Vx € 8)(p & ¢%).

Para usar isto na prova da Substitui¢ao, seguiremos primeiro
Lévy (1960, primeira parte do Teorema 2) e mostraremos que
podemos “refletir” duas formulas de uma vez:

Lema 12.4 (em Z + Reflexao fraca.). Para quaisquer formulas
W, x, existe um conjunto transitivo S tal que O e 1 (e quaisquer pa-
rametros das formulas) séo membroos de S, ¢ (Vx € S)((¥ < ¢°) A

(x & x5)).

Prova. Seja ¢ aformula (z=0Ay)V (z=1A x).

Aqui usamos uma abreviatura; devemos explicitar “z = 0”
como “Vit ¢ 2”7 e “2 = 1” como “Vs(s € z o Vit ¢ 5s)”. Mas
como 0,1 € § e § é transitivo, estas formulas sado absolutas para
S; isto é, aplicam-se ao mesmo objeto quer restrinjamos os seus
quantificadores a §.°

Pela Reflexao fraca, temos algum §' adequado tal que:

(Vz,x € S)(g0<—><ps)
isto é (Vz,x € )(((z=0AY)V(z=1AYy)) &
((z=0AY) vV (z=1Ax))")
isto 6 (V2,x € )(((z=0AY)V(z=1AYy)) &
((z=0Ay*) vV (z=1Ax"))
isto & (VX € $)((¢ & y*) A (x © x*))

OMais formalmente, seja & qualquer uma destas formulas; entdo &(z) <

£ (2).
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A segunda afirmacdo implica a terceira porque “z = 0" e “2 =1
sao absolutas para §; a quarta segue pois 0 # 1. O

Podemos agora obter a Substituicdo, seguindo e simplificando
Lévy (1960, Teorema 6):

Teorema 12.5 (em Z + Reflexao fraca). Para qualquer formula
o(v,w), e qualquer A, se (Vx € A)3y o(x,y), entao {y : (Ix €
A)p(x,y} existe.

Prova. Fixemos 4 tal que (Vx € 4)3!y ¢(x,y), e definimos férmu-
las:

W é (o(x,2) NA=A)
x €3y p(x.y)

Usando Lema 12.4, como A4 é um parametro de ¢, existe um con-
junto transitivo §' tal que 0,1,4 € § (juntamente com quaisquer
outros parametros), e tal que:

(Vx,z € (Y = ¥*) A (x & x*))
Logo, em particular:

(Vx,z € 8)(p(x,2) & ¢°(x,2))
(Vx € §)(Typ(x,) © Ty € $)¢® (x,9))

Combinando isto, e observando que 4 € S pois 4 € S e § é
transitivo:

(Vx € A)(Fyp(x,y) © (3y € S)e(x,y))

Ora, (Vx € A)(3y € S)e(x,y), porque (Vx € A)3'yp(x,y).
Ora, a Separagao da {y € S : (Ix € Aep(x,y)} = {y: 3x €
Ae(x,9)}. O
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12.8 Apéndice: Axiomatizabilidade finita

Terminamos este capitulo extraindo alguns resultados da Subs-
tituicdo. O primeiro resultado é devido a Montague (1961);
note que niao é uma prova dentro de ZF, mas uma prova sobre
ZF:

Teorema 12.6. ZF ndo ¢ finitamente axiomatizdvel. Mais geral-
mente: se'T ¢ finita ¢ T + ZF, entdo T ¢ inconsistente.

(Aqui nos restringimos tacitamente a sentencas de primeira ordem
cujo tinico primitivo ndo logico é €, ¢ escrevemos T + ZF para indicar
que T + ¢ para todo o ¢ € ZF.)

Prova. Fixemos T finita tal que T + ZF. Logo T prova a Refle-

xdo, isto é, Teorema 12.2. Como T ¢ finita, podemos reescrevé-

la como uma unica conjuncido, 6. Refletindo com esta férmula,

T + 38(0 < 06"). Como trivialmente T + 6, obtemos T + 38 6%,
Ora, seja ¢ (X) uma abreviatura de:

6% A X é transitivo A (VY € X)(Y é transitivo — —6Y)

isto diz, em tracos largos: X é um modelo transitivo de 6, e -
minimal a esse respeito. Ora, recordando que T + 38 6", por
fatos basicos sobre postos dentro de ZF e portanto dentro de T,
temos:

T r3IMy(M). (*)

Usando o primeiro conjunto de ¢ (X), sempre que T + o, temos
T + VX (¢ (X) — o¥). Logo, por (*):

T F VX (y(X) = (3Ny(N)Y)
Usando isto, e (*) de novo:

T+ 3M(y (M) A 3Ny (N)™M)
Em particular, entéo:

T+ 3IM (M) A (3N € M)((N é transitivo)™ A (6¥)H7))



CAPITULO 12. SUBSTITUICAO 183

Logo, por raciocinio elementar sobre transitividade:

T+ 3AM (Y (M) A (AN € M)(N é transitivo A 8V))

Logo T é inconsistente.” o

Eis um resultado semelhante, assinalado por Potter (2004,
223):

Proposicao 12.7. Seja T uma extensao de Z com um nimero finito
de novos axiomas. Se T + ZF, entdo T ¢ inconsistente. (Aqui usamos
as mesmas restrigoes tdcitas que para Teorema 12.6.)

Prova. Usemos 6 para a conjuncdo de todos os axiomas de T
exceto as (infinitas) instancias de Separac¢do. Definindo ¢ a partir
de 6 como no Teorema 12.6, podemos mostrar que T + My (M).

Como no Teorema 12.6, podemos estabelecer o esquema de
que, sempre que T + o, temos T + VX (¢ (X)—0¥). Terminamos
a prova exatamente como no Teorema 12.6.

No entanto, estabelecer o esquema envolve um pouco mais
de trabalho do que no Teorema 12.6. Afinal, as instincias de
Separacdo estdo em T, mas ndo sdo conjuntos de 6. Con-
tudo, podemos ultrapassar este obstaculo provando que T +
VX (X é transitivo — oX), para toda a instancia de Separagio
o. Deixamos isto ao leitor. |

Como observamos na Secao 12.5, isto mostra que a Substitu-
icao é estritamente mais forte que Teorema 10.26. Ou, um pouco
mais precisamente: se Z + “toda a boa ordenacao é isomorfa a
um ordinal unico” for consistente, entdo nao prova alguma ins-
tancia da Substituicao.

7Este “raciocinio elementar” envolve provar certos “fatos de absolutidade”
para conjuntos transitivos.
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Problemas

Problema 12.1. Apresente uma formalizacdo de Estdgios-sao-
supercofinais em ZF.

Problema 12.2. Mostre que, para toda a instancia de Separacao
o, tem-se: Z + VX (X é transitivo — o¥). (Usamos este esquema
na Proposicdo 12.7.)

Problema 12.3. Mostre que, para todo o ¢ € Z, tem-se ZF +
V.
‘p w+w.

Problema 12.4. Confirme os restantes resultados esquematicos
invocados nas provas de Teorema 12.6 e Proposicao 12.7.



CAPITULO 13
Aritmética

Ordinal

13.1 Introducao

No Capitulo 10, desenvolvemos uma teoria dos nameros ordi-
nais. Vimos no Capitulo 11 que podemos pensar nos ordinais
como uma espinha dorsal em torno da qual se constréi o res-
tante da hierarquia. Mas esse ndo é o tnico papel dos ordinais.
Ha também a tarefa de efetuar a aritmética ordinal.

Ja aludimos a isto, em Secdo 10.2, quando falamos de w, w+1
e w + w. Na altura falamos informalmente; chegou a altura de
o expor com rigor. Devemos contudo mencionar que nao ha
muita filosofia neste capitulo; apenas desenvolvimentos técnicos,
juntamente com uma observacao (ligeiramente) interessante de
que podemos fazer a mesma coisa de duas maneiras diferentes.

13.2 Adicao Ordinal
Suponha-se que se pretende somar a e 5. Pode simplesmente
colocarse uma cépia de S imediatamente a seguir a uma cépia

de a. (E preciso tomar cdpias, pois sabemos por Proposi¢io 10.22
que oua@ € B ou B C a.) O efeito intuitivo disto é percorrer

185
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uma a-sucessdao de passos, ¢ depois percorrer uma [-sucessao. A
sucessao resultante fica bem ordenada; logo, por Teorema 10.26
é isomorfa a um ordinal (Gnico). Esse ordinal pode considerar-se
a soma de a e 8.

Esta é a ideia intuitiva por detras da adi¢do ordinal. Para a
definir com rigor, comeca-se pela ideia de tomar cdpias de con-
juntos. A ideia é usar etiquetas arbitrarias, 0 e 1, para saber de
onde veio cada objeto:

Defini¢ao 13.1. A soma disjunta de Ae Bé ALB = (Ax{0}) U
(B x{1}).

Define-se em seguida uma ordem em pares de ordinais:

Defini¢dao 13.2. Para quaisquer ordinais a1,a@9,81,82, diga-se
que:

{a1,a9) < {B1,B2) sse ou ay € B9

ou tanto a9 = S9 como a3 € 3

Trata-se de uma ordem lexicogrdfica inversa, pois ordena-se
pelo segundo elemento e depois pelo primeiro. Recorde-se que
se pretendia definir & + 8 como o tipo de ordem de uma cépia
de a seguida de uma coépia de 5. Para o conseguir, define-se:

Defini¢ao 13.3. Para quaisquer ordinais @, 3, a sua soma é a +
B = ord(a U B,<).

Note-se que aqui se abusou ligeiramente da notag¢ao; estritamente
deveria escrever-se “{(x,y) € aUB : x < y}” em lugar de “<”. Por
brevidade, contudo, continuaremos a abusar da notacdo deste
modo no que se segue.

O resultado seguinte, juntamente com Teorema 10.26, con-
firma que a nossa definiciao esta bem formada:
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Lema 13.4. (@ U B,<) ¢ um bom ordenamento, para quaisquer ordi-
nais o e 3.

Prova. Obviamente < é conexa em aLI3. Para mostrar que é bem
fundada, fixe-se um X C a U ndo vazio. Seja Y o subconjunto
de X cuja segunda coordenada é a menor possivel, isto é, ¥ =
{(y,i) € X : (V(d,j) € X)i < j}. Escolha-se agora o elemento de
Y com menor primeira coordenada. m|

Temos assim uma definicdo explicita e clara da adi¢ao ordinal.
Eis um fato nao surpreendente (recorde-se que 1 = {0}, por De-
finicdo g9.7):

Proposic¢do 13.5. @ + 1 = a”, para qualquer ordinal .

Prova. Considere-se o isomorfismo f de o = eU{a} para alUl =
(@ x {0}) U ({0} x {1}) dado por f(y) = (y,0) para y € «, e
[(@) =(0.1). =

Além disso, é facil mostrar que a adicdo obedece a certas condi-
¢Oes recursivas:

Lema 13.6. Para quaisquer ordinais «, 3, tem-se:

a+0=a
a+(B+1) =(a+p)+1
a+pB = lgu/‘?(oz+5) se B ¢ um ordinal limite
<

Prova. Verifica-se caso a caso; primeiro:

a+0=ord((a x{0}) U (0x{1}),<)
= ord((a x {0}) U {0}, <)
=«
a+ (B +1) =ord((ax {0}) U (BT x{1}),<)
=ord((a x{0}) U (B x{1}),«) +1



CAPITULO 13. ARITMETICA ORDINAL 188

=(a+B)+1

Seja agora § # ) um limite. Se § < § entdo também 6 +1 < G,
logo @ + ¢ é um segmento inicial préprio de a + 8. Logo a + 8
€ um majorante estrito de X = {a + 6 : 6 < §}. Além disso, se
a <y < a+f, entdo claramente y = a + ¢ para algum 6 < S.
Logo a + B = lIsubs<g(a + 0). O

Mas eis um fato marcante. Para definir a adi¢do ordinal,
poder-se-ia em alternativa ter usado simplesmente o teorema da
recursao transfinita, e estipulado as equacdes recursivas, exata-
mente como em Lema 13.6 (embora com “S*” em vez de “f+1”).

Ha, pois, duas maneiras diferentes de definir opera¢des nos
ordinais. Podem definirse sinteticamente, construindo explicita-
mente um conjunto bem ordenado e considerando o seu tipo de
ordem. Ou podem definirse recursivamente, apenas estipulando
as equacdes recursivas. Feito corretamente, porém, o resultado
é idéntico. De fato, Teorema 10.26 garante que estas equagoes
recursivas determinam ordinais #nicos.

Em muitos aspectos, a aritmética ordinal comporta-se como
a adi¢do dos niimeros naturais. Por exemplo, pode provarse o
seguinte:

Lema 13.7. Se a,f3,y sdo ordinais, entdo:
7. e <vy,entdoa+ B <a+vy
2. sea+B=a+y,entioff =y
3 a+ (B+y) = (a+p)+Yy, isto é a adi¢ao ¢ associativa

4- Sea < B, entdoa+y <[ +y

Prova. Provamos (3), deixando o resto como exercicio. A prova é
por indugao transfinita simples em y, usando Lema 13.6. Quando
v =0:

(@+B)+0=a+B=a+(B+0)
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Quando y = ¢ + 1, suponha-se por indu¢do que (@ + ) +J =
a + (B + 6); usando Lema 13.6 trés vezes:

(a+B)+(6+)=((a+p)+6)+1
=(a+(B+0)+1
=a+((B+0)+1)
=a+(B+(0+1))

Quando y é um ordinal limite, suponha-se por inducao que se
6 €yentio (¢ + )+ =a+ (B +95); entdo:

(a+B)+vy= lgub((a +B)+90)
<y
= lsub(a + (B + 6))
o<y
=a +1sub(B + 9)
o<y
=a+(B+7y) O

icao ordi Y recer mui iliar.
Deste modo, a adicio ordinal deve parecer muito familia
Ha contudo um ponto crucial em que a adi¢do ordinal ndo se
parece com a adi¢cdo nos naturais.

Proposigao 13.8. 4 adi¢ao ordinal nao é comutativa; 1+ w = w <
w+1.

Prova. Note-se que 1 +w =Isub,<,(1+2) =w € wU{w} = w* =
w+1. O

Embora isto possa surpreender a primeira vista, ndo devia. Por
um lado, ao considerar 1 + w, pensa-se no tipo de ordem que se
obtém colocando um elemento extra antes de todos os nimeros
naturais. Raciocinando como com o Hotel de Hilbert em Se-
cdo 7.1, intuitivamente esse primeiro elemento extra nao altera o
tipo de ordem global. Por outro lado, ao considerar w +1, pensa-
se no tipo de ordem que se obtém colocando um elemento extra
depois de todos os numeros naturais. E isso é algo radicalmente
diferente!
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13.3 Usando Adig¢dao Ordinal

Com a adicao nos ordinais, podemos calcular explicitamente os
¢ > P p
postos de varios conjuntos, no sentido de Definicdao 11.15:

Lema 13.9. Se posto(4) = @ ¢ posto(B) = B, entdo:
7. posto(p(4)) =a +1
2. posto({4,B}) = max(a,$) +1
3. posto(4 U B) = max(«,f)
4- posto({4,B)) = max(a,f) + 2
5. posto(A4 x B) < max(a,fB) + 2

6. posto(lJ 4) = a quando a ¢ vazio ou limite; posto(|J 4) =y
quandoa =y +1

Prova. Ao longo de todo o raciocinio, invocamos repetidamente
Proposicao 11.20.

(7). Se x € A entao posto(x) < posto(4). Logo posto(p(4)) <
@ +1. Como em particular 4 € p(4), tem-se posto(p(4)) = a+1.

(2). Por Proposicao 11.20

(3). Por Proposi¢ao 11.20.

(4)- Por (2), duas vezes.

(5). Note-se que A x B C p(p(A U B)), e invoque (4).

(6). Se @ = y +1, existe algum ¢ € 4 com posto(c) = vy, e
nenhum membro de 4 tem posto superior; logo posto(lJ 4) = .
Se @ é um ordinal limite, entdo 4 tem membros com posto arbi-
trariamente préximo (mas estritamente inferior) de @, pelo que
J 4 também tem membros com posto arbitrariamente préximo
(mas estritamente inferior) de a, e portanto posto(|J4) =a. O

Deixamos como exercicio mostrar por que (5) envolve uma

desigualdade.
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Estamos também agora em condi¢des de mostrar que varias
no¢des razoaveis do que possa significar descrever um ordinal
como “finito” ou “infinito” coincidem:

Lema 13.10. Para qualquer ordinal «, as seguintes afirmagies sao
equivalentes:

1. @ € w, isto é, @ ndo é um niumero natural
2. Ww=sa

3 1l+a=«

4- o= a+1,isto é @ ea + 1 sao equipotentes

5. @ € infinito de Dedekind

Temos assim cinco formas provavelmente equivalentes de preci-
sar o que exige que um ordinal seja (in)finito.

Prova. (1) = (2). Por tricotomia.

(2) = (3). Fixe @ > w. Por inducdo transfinita, existe um
ordinal y minimo (possivelmente 0) tal que existe um ordinal
limite 8 com @ = 8 + y. Ora:

1+a=1+(ﬁ+y)=(1+ﬁ)+7=1§u[§>(1+5)+7=ﬁ+7=“'

(3) = (4). Existe claramente uma bijecdo f: (aL1) — (1Ua). Se
1+ @ = @, existe um isomorfismo g: (1 U @) — «@. Considere-se
gof.

(4) = (5). Se @ = a + 1, existe uma bijecao f: (e U1) — «a.
Defina g(y) = f(y,0) para cada y < «; esta inje¢do mostra que
« € infinito de Dedekind, pois f(0,1) € @ \ Im(g).

(5) = (7). Isto é Proposicao g.8. O

13.4 Multiplicagdo Ordinal

Passamos agora a multiplicacdo ordinal, abordando-a de forma
muito semelhante & adi¢cdo ordinal. Suponha-se que se pretende
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multiplicar @ por . Pode imaginarse uma grelha retangular,
com largura « e altura 8; o produto de « e 8 é entdo o resultado
de percorrer cada linha e depois passar a linha seguinte... até
percorrer toda a grelha. Dito de outro modo, o produto de « e 8
obtém-se substituindo cada elemento de 8 por uma cépia de a.

Para formalizar, usa-se simplesmente a ordem lexicografica
inversa no produto cartesiano de a e §:

Defini¢dao 13.11. Para quaisquer ordinais a,3, o seu produto

a- B =ord(a X B,<).

E preciso de novo confirmar que esta definicao esta bem formada:

Lema 13.12. (@ Xf3,<) ¢ um bom ordenamento, para quaisquer ordi-
naisa e .

Prova. Exatamente como para Lema 13.4. O
E nao é dificil provar que a multiplica¢cdo se comporta assim:
Lema 13.13. Para quaisquer ordinais a,f3:

a-0=0

a-(B+1) =(a-p)+a
a-B = lésu}f:)(a/ -0) quando B ¢ um ordinal limite.
<

Prova. Deixado como exercicio. O

De fato, tal como no caso da adi¢do, poderiamos ter definido
a multiplicacdo ordinal por estas equacdes recursivas, em vez de
dar uma defini¢ao direta. Tal como na adicdo, certo comporta-
mento é familiar:

Lema 13.14. Se a, B,y s@o ordinais, entdo:

7. sea#0efB <y,entdoa-B < a-vy;
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2. sea+0ca-B=a-vy entdo =y;
3 a-(B-y)=(a-p)-v;
4- Sea < B, entdoa -y < -y;
5 oa-(B+y)=(a )+ (a-y).
Prova. Deixado como exercicio. O

Pode provar-se (ou consultar) outros resultados, a vontade.
Mas, dado Proposi¢ao 13.8, o que se segue nao deve surpreender:

Proposicao 13.15. A multiplicacao ordinal nao é comutativa: 2-w =
w<w-2

Prova. 2-w =1sub,,(2:n) = w € lsub,<,(W+n) = W+w = W-2.0

De novo, a justificacdo intuitiva é direta. Para calcular 2 - w,
substitui-se cada numero natural por duas entidades. Obtém-se
o mesmo tipo de ordem se simplesmente se inserirem todos os
numeros “meios” nos naturais, isto €, se se considerar a ordem
natural em {7/2 : n € w}. Assim posto, o tipo de ordem ¢é cla-
ramente o mesmo que o de w em si. Mas, para calcular w - 2,
dispoem-se duas copias de w, uma a seguir a outra.

13.5 Exponenciag¢ao Ordinal

Passamos agora a exponenciacdo ordinal. Infelizmente, nao ha
uma definicao simpdtica sintética para a exponenciaciao ordinal.

Certo que existem defini¢cdes sintéticas explicitas. Eis uma.
Seja finfun(e,B) o conjunto de todas as fungdes f: @ — S tais
que {y € @ : f(y) # 0} é equipotente a algum numero natural.
Defina-se um bom ordenamento em finfun(e,) por f C g sse
f #gef(v) < gly), onde yo = max{y € a : f(y) # g(¥)}.
Entao pode definir-se a®) como ord(finfun(e,3),c). Potter usa
esta definicao explicita e explica de seguida:
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A escolha desta ordenagdo determina-se unicamente
pelo desejo de obter uma definicdo da exponencia-
cao ordinal que obedeca a condicdo recursiva ade-
quada. .., e é muito mais dificil de visualizar do que a
soma ou o produto ordenados. (Potter, 2004, p. 199)

Exatamente. Explicamos a adi¢do como “uma c6pia de « seguida
de uma copia de 7, e a multiplicacio como “uma S-sucessdao
de copias de @”. Mas nao temos nada de sucinto a dizer sobre
finfun(a,7y). Por isso, apresentaremos a definicao da exponenci-
acao ordinal apenas por recursao transfinita, isto é:

Definigao 13.16.

a® =1
aB+) = oB) .o
aP) = U a® quando S é um ordinal limite
o<

Se trabalhdssemos como teoristas de conjuntos, poderiamos
querer explorar algumas propriedades da exponenciacao ordinal.
Mas pouco mais temos a acrescentar, salvo notar o fato pouco
surpreendente de que a exponenciacio ordinal ndo comuta. As-
sim 2@ = (Js_, 20 = w, enquanto w® = w-w. Mas entio
nao se deve esperar que comute, pois ja ndo comuta nos naturais:
20) =8 <9=3®,

Problemas

Problema 13.1. Prove o resto de Lema 13.7.

Problema 13.2. Exiba conjuntos 4 e B tais que posto(4 X
B) = max(posto(4),posto(B)). Exiba conjuntos 4 e B tais que
posto(AXB) = max(posto(4),posto(B))+2. Sao possiveis outros
postos?
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Problema 13.3. Prove Lema 13.12, Lema 13.13, e Lema 13.14

Problema 13.4. Usando indugao transfinita, prove que, se se de-
fine «'#) = ord(finfun(e,8),C), obtém-se as equacoes recursivas
de Definicao 13.16.



CAPITULO 14

Cardinais

14.1 Principio de Cantor

Volte o pensamento a Secdo 10.5. Estavamos a discutir conjuntos
bem ordenados e sugerimos que seria desejavel ter objetos que
funcionem como representantes dos bons ordenamentos. Com
isto em mente, introduzimos os ordinais e depois mostramos em
Corolario 10.28 que estes se comportam como desejamos, isto é:

ord(4,<) = ord(B, <) sse {4,<) = (B, <).

Volte ainda mais atras, a Secdo 5.7. Ali, trabalhando ingenu-
amente, introduzimos a noc¢ao de “tamanho” de um conjunto.
Especificamente, dissemos que dois conjuntos sdo equipotentes,
A ~ B, precisamente quando existe uma bije¢do f: A — B. Esta
noc¢ao € intrinsecamente mais simples do que a de um bom or-
denamento: interessam-nos apenas as bijecoes, e ndo (como com
os isomorfismos de ordem) se as bijecoes “preservam alguma es-
trutura”.

Tudo isto sugere um pensamento 6bvio. Tal como introdu-
zimos certos objetos, ordinais, para calibrar bons ordenamentos,
podemos introduzir certos objetos, cardinais, para calibrar tama-
nho. Esse é o objetivo deste capitulo.

Antes de dizer o que serdo estes cardinais, convém enunciar
um principio que devem satisfazer. Escrevendo |X| para a cardi-

196
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nalidade do conjunto X, desejariamos que obedecessem a:
|A| = |B| sse A~ B.

Chamaremos a isto o Principio de Cantor, ja que Cantor foi prova-
velmente o primeiro a té-lo claramente presente. (Diremos mais
sobre a sua relacdo com o Principio de Hume na Secao 14.5.) O
nosso objetivo é definir | X |, para cada X, de modo a que satisfaca
o Principio de Cantor.

14.2 Cardinais como Ordinais

De fato, a nossa teoria dos cardinais fara uso (descarado) da
nossa teoria dos ordinais. Ou seja: definiremos os cardinais
como certos ordinais especificos. Em particular, proporemos o
seguinte:

Defini¢ao 14.1. Se 4 pode ser bem ordenado, entio |A4| é o me-
nor ordinal y tal que 4 = . Para qualquer ordinal y, diz-se que
v é um cardinal sse y = |y|.

Acabamos de usar a locu¢ao “4 pode ser bem ordenado”.
Como quase sempre em matematica, a locu¢ao modal aqui é ape-
nas um atalho para uma asser¢io existencial: dizer “4 pode ser
bem ordenado” é dizer “existe uma relagao que bem ordena A4”.

Ha contudo um problema com Definicao 14.1. Gostariamos
que todo o conjunto tivesse um tamanho, isto é, que |4| existisse
para todo 4. A definicdo que acabamos de dar, porém, comeca
por uma condicional: “Se 4 pode ser bem ordenado...”. Se exis-
tir algum conjunto 4 que nao possa ser bem ordenado, a nossa
definicao simplesmente deixa de definir um objeto |4|.

Logo, para usar Defini¢do 14.1, precisamos de uma garantia
de que todo o conjunto pode ser bem ordenado. Infelizmente,
essa garantia ndo estd disponivel em ZF. Assim, se queremos
usar Definicio 14.1, ndo ha alternativa senio acrescentar um
novo axioma, tal como:
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Bom ordenamento (Bom ordenamento). Todo o conjunto
pode ser bem ordenado.

Discutiremos se o axioma do bom ordenamento é aceitavel em
Capitulo 16. Daqui em diante, porém, simplesmente o admitire-
mos. E, com ele, é bastante direto provar que os cardinais (tal
como definidos na Defini¢do 14.1) existem e comportam-se bem:

Lema 14.2. Para todo o conjunto A:
1. |A| existe e é unico;
2. |A| = A
3- |A| é um cardinal, isto ¢, |A| = ||4]|;

Prova. Fixe A. Pelo Bom ordenamento, existe um bom ordena-
mento (4,R). Por Teorema 10.26, (4,R) ¢é isomorfo a um unico
ordinal, 8. Logo 4 = . Por inducao transfinita, existe um tnico
ordinal minimo, vy, tal que 4 = y. Logo |4| = v, o que estabelece
(1) e (2). Para (3), note-se que se 6 € y entdo 6 < 4, pela escolha
de vy, logo também § < y pois a equipoténcia é uma relacao de
equivaléncia (Proposi¢ao 5.12). Logo y = |y|. O

O resultado seguinte garante o Principio de Cantor, e mais
ainda. (Note-se que os cardinais herdam a ordem dos ordinais,
isto &, a < b sse a € b. Ao formular isto, usaremos letras Fraktur
para objetos que sabemos serem cardinais. Isto é bastante usual.
Uma alternativa comum ¢é usar letras gregas, ja que os cardinais
sao ordinais, escolhendo-as do meio do alfabeto, por exemplo
k,A.):

Lema 14.3. Para quaisquer conjuntos A ¢ B:

A~ B sse |A| = |B|
A =< B sse |A| < |B|
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A < B sse |A| < |B|

Prova. Provaremos o sentido da esquerda para a direita da se-
gunda afirmacao (os outros casos sao semelhantes e ficam como
exercicio). Considere-se o diagrama seguinte:

§| ffffffffff : ;

As setas duplas indicam bije¢des, cuja existéncia é garantida por
Lema 14.2. Ao supor 4 = B, existe uma injecdo 4 — B. Se-
guindo as setas de | 4| para 4, para B e para |B|, obtém-se uma in-
jecao |4| — |B| (a seta tracejada). O

Pode ainda usarse Lema 14.3 para voltar a provar Cantor-
Bernstein. Trata-se da afirmagdo de que se 4 < B e B < 4 entdo
A = B. A enunciamos como Teorema 5.17, mas a provamos
primeiro—com algum esforco—em Secao 7.5. Considere-se:

Nova prova de Schroder-Bernstein. Se A X B e B < A, entdo |4| <
|B| e |B| < |A| por Lema 14.3. Logo |4| = |B| e 4 = B por
tricotomia e Lema 14.3. O

Embora seja uma prova muito simples, apoia-se implicitamente
na Substituicdo (para assegurar Teorema 10.26) e no Bom or
denamento (para garantir Lema 14.3). Em contraste, a prova
na Secdo 7.5 era muito mais autonoma (de fato, pode efetuar-se
em Z7).

14.3 ZFC: um marco

Com a adi¢do do axioma do bom ordenamento, atingimos o ul-
timo marco teérico. Dispomos agora de todos os axiomas neces-
sarios para ZFC. Em detalhe:
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Defini¢dao 14.4. A teoria ZFC tem estes axiomas: Extensiona-
lidade, Unido, Pares, Conjuntos poténcia, Infinitude, Fundacao,
Bom ordenamento e todas as instancias dos esquemas de Separa-
cdo e Substituicdo. Dito de outro modo, ZFC acrescenta o Bom
ordenamento a ZF.

ZFC significa teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel com
Escolha. Isto pode parecer ligeiramente estranho, pois o axioma
que adicionamos se chama “Bom ordenamento”, ndo “Escolha”.
Mas, quando mais tarde formularmos a Escolha, verificar-se-a que
o Bom ordenamento lhe é equivalente (médulo ZF) (ver Teo-
rema 16.6). Logo, qual tomar como axioma “basico” é indife-
rente. E o nome “ZFC” é inteiramente standard na literatura.

14.4 Finito, Enumeravel, Nao Enumeravel

Agora que fomos introduzidos aos cardinais, vale a pena dedicar
um pouco de tempo a variedades de cardinais; nomeadamente,
cardinais finitos, enumeravel e nio enumeravel.

Os nossos dois primeiros resultados implicam que os cardi-
nais finitos serdo exatamente os ordinais finitos, que definimos
como 0s nossos numeros naturais em Definicao g.7:

Proposicdo 14.5. Sejam n,m € w. Entdo n = m sse n = m.

Prova. O sentido da esquerda para a direita é trivial. Para provar
da direita para a esquerda, suponha-se n ~ m embora n # m. Por
tricotomia, ou # € m ou m € n; suponha-se, sem perda de gene-
ralidade, n € m. Entdo n C m e existe uma bijecdo f: m — n,
logo m é infinito de Dedekind, o que contradiz Proposicao 9.8.0

Corolario 14.6. Se n € w, entdo n é um cardinal.

Prova. Imediato. O
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Segue-se também que varias nog¢des razoaveis do que possa sig-
nificar descrever um cardinal como “finito” ou “infinito” coinci-
dem:

Teorema 14.7. Para qualquer conjunto A, as seguintes afirmagaes sao
equivalentes:

1. |A| & w, isto é, A ndo é um nimero natural;
2. w<|A|;

3. A éinfinito de Dedekind.
Prova. Por Lema 13.10, Lema 14.3, e Corolario 14.6. O

Isto autoriza a seguinte defini¢do de algumas nogdes que usa-
mos de forma informal na Parte II:

Defini¢ao 14.8. Diz-se que 4 é finito sse |A| é um ntimero natu-
ral, isto é, |4| € w. Caso contrario, diz-se que 4 é infinito.

Note-se que esta definicdo é apresentada no contexto de ZFC.
Afinal, precisamos do Bom ordenamento para garantir que todo
o conjunto tem uma cardinalidade. E, de fato, sem o Bom orde-
namento, pode existir um conjunto que nem ¢ finito nem infinito
de Dedekind. Voltaremos a este tipo de questao no Capitulo 16.
Por ora, continuamos a assumir o Bom ordenamento.

Passemos agora dos cardinais finitos aos cardinais infinitos.
Eis dois pontos elementares:

Corolario 14.9. w ¢ 0 menor cardinal infinito.

Prova. w é um cardinal, pois w € infinito de Dedekind e se w = n
para algum n € w entdo n seria infinito de Dedekind, contra-
riando Proposi¢ao 9.8. Ora, w é o menor cardinal infinito por
definicao. O
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Corolario 14.10. Todo o cardinal infinito ¢ um ordinal limite.

Prova. Seja @ um ordinal sucessor infinito, logo @ = 8 + 1 para
algum S. Por Proposicao 14.5, B também ¢é infinito, logo 8 = S +1
por Lema 13.10. Ora, |B| = |8 +1| = |a| por Lema 14.3, logo
a # |al. O

Ja na Definicao 5.2, assinalamos que podemos distinguir con-
juntos infinitos enumeréavel de conjuntos infinitos ndo enumeravel.
Essa definicdo conduz naturalmente ao seguinte:

Proposicao 14.11. A éenumerdvel sse|A| < w, e A é nao enumerdvel
ssew < |A|.

Prova. Por tricotomia, as duas afirmacoes sao equivalentes, bas-
tando provar que A4 é enumeravel sse |4| < w. Para da direita
para a esquerda: se |A| < w, entdo A X w por Lema 14.3 e Corola-
rio 14.9. Para da esquerda para a direita: suponha-se 4 enumeravel;
entdo, por Definicao 5.2, ha trés casos possiveis:

1. se A = 0, entao [4] = 0 € w, por Corolario 14.6 e
Lema 14.3.

2.se n =~ A, entdo |[4] = n € w, por Corolario 14.6 e
Lema 14.3.

3. se w = 4, entdo |4| = w, por Corolario 14.9.
Em todos os casos, |4| < w. O

De fato, w tem um lugar especial. Embora existam muitos ordi-
nais contaveis:

Corolario 14.12. w ¢ o dinico cardinal infinito enumerdvel.

Prova. Seja a um cardinal infinito enumeréavel. Como a ¢é infinito,
w < a. Como a é um cardinal infinito enumeravel, a = |a| < w.
Logo a = w por tricotomia. m|
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Claro que existem infinitos cardinais. Poderiamos perguntar:
Quantos cardinais hd? Os resultados seguintes mostram que con-
vém reconsiderar essa pergunta.

Proposicdao 14.13. Setodo o membro de X ¢ um cardinal, entdo| ) X
¢ um cardinal.

Prova. E facil verificar que |J X é um ordinal. Seja @ € |J X um
ordinal; entdo a € b € X para algum cardinal b. Como b é um
cardinal, @ < b. Como b C |J X, tem-se b < [J X, e portanto
a # |J X. Generalizando, | J X é um cardinal. O
Teorema 14.14. Nao existe um cardinal mdximo.

Prova. Para qualquer cardinal a, o teorema de Cantor (Teo-
rema 5.16) e Lema 14.2 implicam que a < [p(a)|. O

Teorema 14.15. O conjunto de todos os cardinais ndo existe.

Prova. Por redugdo ao absurdo, suponhase C = {a

a é um cardinal}. Ora, |J C é um cardinal por Proposicao 14.13,
logo por Teorema 14.14 existe um cardinal b > (J C. Por defini-
cao b e C,logob C |JC, donde b < |JC, uma contradicdo. O

Compare isto com o paradoxo de Russell e com Burali-Forti.

14.5 Apéndice: Principio de Hume
Na Secao 14.1, descrevemos o Principio de Cantor. Era:
|A| = |B| sse A ~ B.

Isto é muito semelhante ao que hoje se chama Principio de Hume,
que diz:

#x F(x) =#xG(x) sse F ~ G
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onde ‘F ~ G’ abrevia que ha tantos F quantos G, isto é, os F
podem por-se em bijecdo com os G, isto é:

JR(VoVy(Ruy — (Fv A Gy)) A
Vo(Fv — 3y Roy) A
Vy(Gy — 3'v Roy))

Mas ha uma diferenca de tipo entre o Principio de Hume e o
Principio de Cantor. No enunciado do Principio de Cantor, as
variaveis “4A” e “B” sao termos de primeira ordem que denotam
conjuntos. No enunciado do Principio de Hume, “F”, “G” e “R”
ndo sao termos de primeira ordem; estao em posi¢ao de predicado.
(Talvez denotem propriedades.) Assim, o Principio de Hume pode
parafrasear-se em portugués: o nimero de Fs é o nimero de Gs
sse os Fs estdao em bijecdo com os Gs. Chama-se Principio de
Hume porque Hume escreveu o seguinte:

Quando dois numeros se combinam de tal modo que
a cada unidade de um corresponde sempre uma uni-
dade do outro, dizemos que sdo iguais. (Hume, 1740,
Pt.IIT Bk.1 §1)

E o Principio de Hume foi trazido & proeminéncia matematico-
logica contemporanea por Irege (1884, §63), que citou esta pas-
sagem de Hume antes de (em efeito) esbocar (o que chamamos)
Principio de Hume.

Note a semelhanca estrutural entre o Principio de Hume e a
Lei Basica V. A formulamos na Secao 8.6 do seguinte modo:

ex F(x) = ex G(x)sse Vx (F(x) & G(x)).

E, neste ponto, alguns comentarios e comparagdes podem ajudar.

Ha duas maneiras de entender um principio como o Princi-
pio de Hume ou a Lei Basica V: predicativamente ou impredica-
tivamente (recorde Secao 8.3). Na leitura impredicativa da Lei
Basica V, para cada F, o objeto ex F(x) pertence ao dominio de
quantificacdo usado na proépria formulacido da Lei Basica V. Do
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mesmo modo, na leitura impredicativa do Principio de Hume,
para cada F, o objeto #x F(x) pertence ao dominio de quantifi-
cacdo usado na formulacdo do Principio de Hume. Em contraste,
na compreensao predicativa, os objetos ex F'(x) e #x F(x) seriam
entidades de um dominio diferente.

Agora, se a Lei Basica V se 1é impredicativamente, conduz a
inconsisténcia, via Compreensao ingénua (para pormenores, ver
Secao 8.6). Tal como a Compreensao ingénua, pode tornar-se
consistente se se 1& predicativamente. Mas provavelmente nao fara
tudo o que desejavamos.

O Principio de Hume, porém, pode ser lido de modo consis-
tente impredicativamente. E, assim lido, é bastante poderoso.

Para ilustrar: considere-se o predicado “x # x”, que obvia-
mente nada satisfaz. O Principio de Hume fornece agora um
objeto #x(x # x). Podemos trata-lo como o namero 0. Agora, na
compreensao impredicativa—mas sé na impredicativa—esta en-
tidade 0 pertence ao nosso dominio original de quantificacéo.
Logo podemos aplicar sensatamente o Principio de Hume com
o predicado “x = 0” para obter um objeto #x(x = 0). Podemos
trata-lo como o nimero 1. Além disso, o Principio de Hume im-
plica que 0 # 1, pois ndo pode haver bijecao dos objetos nao auto-
idénticos para os objetos idénticos a 0 (ndo ha dos primeiros,
mas ha um dos segundos). Agora, de novo impredicativamente,
1 pertence ao dominio original de quantificagdo. Logo podemos
aplicar o Principio de Hume com o predicado “(x =0V x = 1)”
para obter um objeto #x(x = 0 V x = 1). Podemos trata-lo como
o nimero 2, e mostrar que 0 # 2 e 1 # 2, e assim por diante.

Em suma, tomado impredicativamente, o Principio de Hume
implica que ha infinitamente muitos objetos. E isto encorajou os lo-
gicistas neo-fregeanos a tomar o Principio de Hume como fundagao
da aritmética.

O préprio Frege, contudo, ndo tomou o Principio de Hume
como fundacdo da aritmética. Em vez disso, Frege provou o Prin-
cipio de Hume a partir de uma definicao explicita: #x F(x) é
definido como a extensdo do conceito ' ~ @. Em termos moder-
nos, poder-se-ia tentar render isto como #x F(x) = {G : F ~ G};
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mas isto volta a arrastar-nos para os problemas da Compreensao
ingénua.



CAPITULO 15
Aritmética

Cardinal

No Capitulo 14, desenvolvemos uma teoria dos cardinais. O
passo seguinte é esbocar uma teoria da aritmética cardinal. Este
capitulo resume brevemente alguns fatos elementares e depois
aponta algumas das dificuldades, que se revelam fascinantes e
filosoficamente densas.

15.1 Definindo as Operag¢des Basicas

Como nao precisamos de controlar a ordem, a aritmética cardi-
nal é bastante mais facil de definir do que a aritmética ordinal.
Definiremos adicao, multiplicacdo e exponenciagdo simultanea-
mente.

Definic¢dao 15.1. Quando a e b sdo cardinais:

a®db=|aUb|
a®b=|axDb|
a® = [°q

207
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onde XY = {f : f é uma fungdo X — Y}. (E facil mostrar que
XY existe para quaisquer conjuntos X e Y; deixamos isto como
exercicio.)

Pode ajudar explicar esta definicdo. Quanto a adi¢do: usa-se a
nocao de soma disjunta, LI, tal como definida em Definicao 13.1;
e é facil ver que esta definicdo da o resultado certo nos casos
finitos. Quanto a multiplicacdo: Proposi¢cao 2.27 nos diz que, se
A tem n membros e B tem m membros, entdo A X B tem n-m
membros, pelo que a nossa definicdo generaliza simplesmente a
ideia a multiplicacdo transfinita. A exponenciacao é semelhante:
estamos simplesmente a generalizar o pensamento do finito para
o transfinito. De fato, sob certos aspectos, a aritmética cardinal
transfinita parece muito mais a aritmética “ordinaria” do que a
aritmética ordinal transfinita:

Proposicdo 15.2. © ¢ ® sdo comutativas e associativas.

Prova. Para a comutatividade, por Lema 14.3 basta observar que
(aub) ~(bua)e (axb)~ (bxa). Deixamos a associatividade
como exercicio. O

Proposicao 15.3. A4 ¢ infinito se e sé se |A| @1 =1 |A4| = |4]|.

Prova. Como em Teorema 14.7, a partir de Lema 13.10 e
Lema 14.3. m|

Isto explica porque precisamos de simbolos distintos para adi-
cao/multiplicacdo ordinal versus cardinal: sao operag¢des genui-
namente diferentes. Este par de resultados mostra que a exponen-
ciacdo ordinal versus cardinal também sdao operacoes distintas.
(Recordar que Definicao 9.7 implica que 2 = {0,1}):
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Lema 15.4. |9(4)| = 2, para qualquer A.
Prova. Para cada subconjunto B C 4, seja y 5 € 42 dado por:

1 sexeB

0 caso contrario.

X B(x) = {

Seja agora f(B) = xp; isto define uma bijecao f: p(4) — 49,
Logo ¢(A4) ~ 42. Dai p(4) ~ 1419, pelo que [p(4)| = "“”2! =
oMl O

Esta prova sucinta subsume essencialmente a discussdo em
Secao 5.6. Ali, mostramos como “reduzir” a nao enumerabili-
dade de ¢p(w) a nao enumerabilidade do conjunto das sequén-
cias binarias infinitas, B“. Na pratica, B é apenas “2; e a prova
precedente mostrou que o raciocinio que seguimos na Secdo 5.6
continua a valer usando qualquer conjunto 4 no lugar de w. O
resultado também fornece um fato rapido sobre exponenciacao
cardinal:

Corolario 15.5. a < 2% para qualquer cardinal a.
Prova. Pelo Teorema de Cantor (Teorema 5.16) e Lema 15.4. O

Logo w < 2¢. Mas nota: isto é um resultado sobre exponenciacao
cardinal. Deve contrastar-se com a exponenciacao ordinal, pois
neste ultimo caso w = 2(“) (ver Secdo 13.5).

Enquanto estamos no tema da exponenciacdo cardinal, po-
demos também ser um pouco mais precisos sobre a “maneira”
pela qual R é ndo enumeravel.

Teorema 15.6. |R| = 2%

Esbogo de prova. Ha muitas maneiras de provar isto. A mais direta
é argumentar que p(w) <R e R < p(w), e depois usar Schroder-
Bernstein para inferir que R = p(w), e Lema 15.4 para inferir
que |R| = 2“. Deixamos como exercicio (esclarecedor) definir
injecgdes f: p(w) D Re g: R — 9(w). O
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15.2 Simplificando Adi¢ao e Multiplicacao

Acontece que a adi¢do e a multiplicagdo cardinais transfinitas
sdo extremamente faceis. Isto segue do fato de os cardinais serem
(certos) ordinais, logo bem ordenados, e poderem ser manipula-
dos de certa forma. Mostrar isto, porém, ndo é tao facil. Para
comecar, precisamos de uma definicao habil:

Definic¢dao 15.7. Definimos uma ordenag¢ao candnica, <, em pares
de ordinais, estipulando que {(@1,a2) < (81,82) se e s6 se se veri-
fica uma das seguintes condigdes:

1. max(@1,@2) < max(B1,B2); ou
2. max(ay,a9) = max(B1,82) e a1 < B1; ou

3. max(a1,@3) = max(f1,82) e a1 = B1 e ay < By

Lema 15.8. (@ X a,<) ¢ uma boa ordem, para qualquer ordinal .

Prova. Evidentemente < é conexa em @ Xa. De fato, suponhamos
que nem (a@1,2) nem {(S1,52) é menor do que a outra no sentido
de <. Entao max(a1,@2) = max(81,82) e @1 = S1 e @y = B, pelo
que (@1,a2) = (f1,52).

Para mostrar que é boa ordem, seja X C @ X a nio va-
zio. Como a é um ordinal, algum 6 é o menor membro de
{max(y1,¥2) : (y1,¥2) € X}. Descartemos agora todos os pa-
res de {(y1,¥2) € X : max(y1,y2) = 0} exceto os de primeira
coordenada minima; entre estes, o par de segunda coordenada
minima € o elemento <-minimo de X. O

Segue-se uma observa¢ao minima, mas simples:
Proposicdo 15.9. Sea = 3, entdoa X a = X .

Prova. Basta deixar que f: a — [ induza (y;,y9)

(f (y), f(y2))- O
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E agora aplicaremos tudo isto para provar um lema cru-
cial:

Lema 15.10. @ = @ X @, para qualquer ordinal infinito @

Prova. Por reducdao ao absurdo, seja @ o menor ordinal infinito
para o qual isto falha. Proposicao 5.6 mostra que w ~ w X w, logo
w € a. Além disso, @ € um cardinal: suponhamos o contrario,
por reducao ao absurdo; entdo |¢| € a, pelo que |a| = |a| X
||, por hipotese; e |@| ® @ por definicdao; logo @ ~ a X a por
Proposicao 15.9.

Ora, para cada (y1,Y2) € @ X @, consideremos o segmento:

Seg(y1,72) = {(01,09) € @ X a : (61,02) < (y1,72)}

Seja y = max(y1,y2); note-se que (y1,y2) < (y +1,¥ +1). Assim,
quando v € infinito, observe-se:

Seg(y1,72) 3 (¥ +1) - (y + 1))
~ (y -y), por Lema 13.10 e Proposicao 15.9
~ vy, pela hipétese de inducao

< @, pois @ é um cardinal

Logo ord(a X a,<) < @, e portanto @ X @ < @. Como obviamente
a 2« X a, o resultado segue por Schroder-Bernstein. O

Finalmente, chegamos ao nosso resultado simplificador:
Teorema 15.11. Se a,b sdo cardinais infinitos, entdo:
a®b=a®b=max(a,b).

Prova. Sem perda de generalidade, suponhamos a = max(a,b).
Entdo, invocando Lema 15.10, aQa=a<a®b<a®a <a®a.O

Do mesmo modo, se a é infinito, uma unido de cardinalidade a
de conjuntos de cardinalidade < a tem cardinalidade < a:
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Proposigao 15.12. Seja a um cardinal infinito. Para cada ordinal
B € a, seja Xg um conjunto com |X,3| < a. Entao |Uﬂ€a Xﬁ| <a.

Prova. Para cada § € a, fixe uma injecdo fz: Xz — a.' Defina
uma inje¢do g: Ugeq Xp — a X a por g(v) = (B, fp(v)), onde
v € Xp e v ¢ Xy para qualquer y € . Ora, Uge, g 2 aXa~a
por Teorema 15.11. O

15.3 Algumas Simplifica¢cbes com
Exponenciacao Cardinal

Embora definir < fosse um pouco trabalhoso, o resultado é um te-
orema 1til sobre adi¢do e multiplica¢do cardinais, Teorema 15.11.
A exponenciacdo transfinita, porém, nao se simplifica tdo dire-
tamente. Para explicar por que, comecamos por um resultado
que prolonga um padrao familiar do caso finitario (embora a sua
prova esteja a um nivel elevado de abstragao):

Proposi¢ao 15.13. a°® = a® ® a® ¢ (a®)¢ = a®®, para quaisquer
cardinais a,b, ¢.

Prova. Para a primeira afirmacgdo, considere-se uma funcao
f:(buc) — a. Ora, “parta-se” isto, definindo f;(8) = f(B,0)
para cada 8 € b, e fi(y) = f(y,1) para cada y € ¢. A aplicacao
f = (fo X f;) é uma bijecio **a — (*a x ‘a).

Para a segunda afirmacdo, considere-se uma fun¢ao f: ¢ —
(*a); assim, para cada y € ¢ temos alguma funcao f(y): b — a.

Ora, defina-se f*(B8,y) = (f(¥))(B) para cada (B,y) € bx¢c. A
aplicacdo f — f* é uma bijecao ¢(*a) — "®¢aq. O

O que gostariamos mesmo era de uma maneira facil de calcu-
lar a® quando tratamos de cardinais infinitos. Eis um passo util
nessa direcao:

*Como siao estes “fixos”? Ver Se¢ao 16.5.
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Proposi¢do 15.14. Se2 < a < b ¢b ¢ infinito, entdo a® = 2°
Prova.

2° < a®, pois2<a
< (2%)°, por Lema 15.4
= 2°® por Proposicio 15.13

= 2°, por Teorema 15.11 O
Nao devemos esperar poder simplificar mais além disto, pois
b < 2° por Lema 15.4. Contudo, isto ndo nos diz o que afirmar

sobre a® quando b < a. Naturalmente, se b é finito, sabemos o
que fazer.

Proposicao 15.15. Sea ¢ infinito e n € w, entdo a™ = a
Prova. a" =a®a®...®a = a, por Teorema 15.11. o

Adicionalmente, nalguns outros casos, podemos controlar o ta-
manho de a®:

Proposicio 15.16. Se2 <b < a < 2° ¢ b ¢ infinito, entdo a® = 2°

Prova. 2° < a® < (2%)P = 2P®P = 9° raciocinando como na Pro-
posicao 15.14. O

Para além deste ponto, as coisas tornam-se bastante mais subtis.

15.4 A Hipétese do Continuo

O resultado anterior sugere (corretamente) que a exponenciagao
cardinal seria bastante fdcil, se os cardinais infinitos estivessem
garantidos a “comportar-se de forma simples” com poténcias de
2, isto é, (por Lema 15.4) com a operacdo de tomar conjuntos
poténcia. Mas nao podemos supor que os cardinais infinitos se
comportem de forma simples com os conjuntos poténcia.
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Comecando a desdobrar isto, introduzimos uma nota¢iao con-
veniente.

Defini¢do 15.17. Onde a® é o menor cardinal estritamente
maior do que a, definimos duas sequéncias infinitas:

w

No =w :0
No+1 = (Na)e; Jos1 = 2:(’

Ny = U Ng d, = U Jsg quando a é um ordinal limite.
B<a B<a

A defini¢do de a® faz sentido, pois Teorema 14.14 nos diz
que, para cada cardinal a, existe algum cardinal maior do que
a, e a Inducdo Transfinita garante que existe um cardinal minimo
maior do que a. O resto da definiciao é fornecido pela recursio
transfinita.

Cantor introduziu esta notacao “N”; trata-se do alef, a pri-
meira letra do alfabeto hebraico e a primeira letra da palavra
hebraica para “infinito”. Peirce introduziu a notagao “J”; trata-
se do beth, a segunda letra do alfabeto hebraico.” Estas notacgoes
fornecem-nos cardinais infinitos.

Proposigdo 15.18. N, ¢ 2, sdo cardinais, para todo o ordinal a.

Prova. Ambos os resultados valem por uma inducido transfinita
simples. 8y = Jp = w é um cardinal por Corolario 14.9. Supondo
que N, e Jd, sdo ambos cardinais, N,+1 € J,+1 estdo explicita-
mente definidos como cardinais. E a unido de um conjunto de
cardinais é um cardinal, por Proposicao 14.13. O

Além disso, todo o cardinal infinito € um N:

*Peirce usou esta nota¢ao numa carta a Cantor de dezembro de 19oo. In-
felizmente, Peirce também apresentou ali um mau argumento de que 3, nao
existe para a > w.
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Proposi¢ao 15.19. Se a ¢ um cardinal infinito, entdo a = N, para
um certo 'y unico.

Prova. Por inducdo transfinita nos cardinais. Para a inducio,
suponhamos que se b < a entdo b = N,,. Se a = b® para
~ _ e) — ~ r
algum b, entdo a = (X,,)¥ = N,,;1. Se a ndo é o sucessor
de nenhum cardinal, entdo, por serem os cardinais ordinais,

a = Up<a b = Up<a Ny, logo a =N, onde y = Upq ¥p. O

rdinal infinito € u ur ur

Como todo o cardinal infinito é um N, surge naturalmente a
pergunta: sera que todo o cardinal infinito é um J? Certamente
que, se isso se verificasse, os cardinais infinitos “comportar-se-iam
de forma simples” com a operagao de tomar conjuntos poténcia.
De fato, teriamos o seguinte:

Hipotese Generalizada do Continuo (HGC). 8, = J,, para todo o
a.

Além disso, se a HGC valesse, poderiamos simplificar bas-
tante a exponenciacio cardinal. Em particular, poderiamos mos-
trar que, quando b < a, o valor de a® fica encerrado entre
a < a® < a®. Poderiamos entio dar condigdes precisas que deter-
minam qual das duas possibilidades se verifica (isto ¢, se a = a®
ou a® = a®).3

Mas a HGC é uma #hipdtese, nao um teorema. De fato, Godel
(1938) provou que, se ZFC for consistente, entdo também o é
ZFC +HGC. Mas mais tarde verificou-se que podemos acrescen-
tar igualmente ~HGC a ZFC. De fato, considere-se a instdncia
nao trivial mais simples da HGC, nomeadamente:

Hipotese do Continuo (HC). N1 = Jy.
Cohen (1963) provou que, se ZFC for consistente, entao tam-

bém o é ZFC + —-HC. Logo a Hipoétese do Continuo é indepen-
dente de ZFC.

3A condicio ¢ ditada pela cofinalidade.
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A Hipoétese do Continuo chama-se assim porque “o continuo”
é outro nome para a reta real, R. Teorema 15.6 nos diz que
IR| = 7. Assim, a Hip6tese do Continuo afirma que nao ha
cardinal entre a cardinalidade dos nimeros naturais, 8y = Jy, e
a cardinalidade do continuo, 31.

Dada a independeéncia da (H)HC relativamente a ZFC, o que
devemos dizer sobre a sua verdade? Ha muito a dizer. De fato,
muito trabalho recente e fecundo em teoria dos conjuntos tem
sido dedicado a estas questdes. Mas dois pontos rapidos valem
certamente a pena enfatizar.

Primeiro: nao se segue imediatamente destes resultados for-
mais de independéncia que a HGC ou a HC sejam indeterminadas
no valor de verdade. Afinal, talvez bastem mais axiomas, que nos
parecam naturais, para decidir a questao num sentido ou noutro.
O préprio Godel sugeriu que essa era a resposta adequada.

Segundo: a independéncia da HC relativamente a ZFC ¢
certamente notdvel, mas nao € inacreditdvel (no sentido literal). O
ponto é simplesmente que, para tudo o que ZFC nos diz, passar
de um cardinal ao seu sucessor pode envolver uma ferramenta
menos direta do que simplesmente tomar conjuntos poténcia.

Feitas estas duas observagdes, quem quiser saber mais tera
de recorrer aos varios filésofos e matematicos com cavalos na
corrida.*

15.5 Pontos Fixos de N

No Capitulo 11, sugerimos que o Esquema de Substitui¢ao carece
de justificacdo, pois forca a hierarquia a ser bastante alta. Tendo
feito alguma aritmética cardinal, podemos dar uma pequena ilus-
tracao da altura da hierarquia.

Evidentemente 0 < Ng, e 1 < N1, e 2 < Nj...e, de fato,
a diferenca de tamanho s6 fica maior a cada passo. Assim, é
tentador conjecturar que k < N, para todo o ordinal «.

+Embora possa querer comecar por ler Potter (2004, §15.6).
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Mas esta conjectura é falsa, em ZFC. De fato, podemos pro-
var que existem pontos fixos de N, isto é, cardinais « tais que k = N.

Proposic¢ao 15.20. Existe um ponto fixo de N.

Prova. Por recursao, defina-se:

Ko = 0
Kn+l = NK"
U
n<w

Ora, « é um cardinal por Proposi¢cao 14.13. Mas entao:

K=UKn+1=UNKn=UNa=NK

n<w n<w @<k O

Boolos escreveu um artigo sobre precisamente o ponto fixo
de N que acabamos de construir. Depois de notar a existéncia
de «, no inicio do artigo, disse:

[« é] um numero bastante grande, aos olhos de quem
nio teve contato prévio com a teoria dos conjuntos,
tdo grande, me parece, que pde em causa a verdade
de qualquer teoria que, entre as suas afirmacdes, in-
clua a de que existem pelo menos « objetos. (Boolos,
2000, p. 257)

E concluiu o artigo perguntando:

[sera que] suspeitamos que, seja qual for o comeco da
histéria, quando chegamos tdo longe as rodas giram
no vazio e ja ndo estamos a ouvir uma descri¢cdo de
coisa alguma que seja o caso? (Boolos, 2000, p. 268)

Se, de fato, ultrapassamos “qualquer coisa que seja o caso”, en-
tdo devemos apontar o dedo da culpa diretamente ao Esquema
de Substituicdo. Pois é este axioma que permite a nossa prova
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funcionar. Nesse caso, supde-se, Boolos teria de rever a afirma-
cdo que fizera, décadas antes, de que a Substituicio nao tem
consequéncias “indesejaveis” (ver Secao 12.3).

Mas sera a existéncia de « assim tao ma? Pode ajudar, aqui,
considerar o paradoxo de Tristram Shandy de Russell. Tristram
Shandy documenta a sua vida no diario, mas demora um ano
a registrar um tunico dia. A cada ano que passa, Tristram fica
cada vez mais atrasado: passado um ano, sé registrou um dia,
e viveu 364 dias por registrar; passados dois anos, s6 registrou
dois dias, e viveu 728 dias por registrar; passados trés anos, s
registrou trés dias, e viveu 1092 dias por registrar ...5> Ainda
assim, se Tristram é imortal, conseguira registrar todos os dias,
pois registrard o n-ésimo dia no n-ésimo ano da sua vida. E assim,
“no fim dos tempos”, Tristram tera um diario completo.

Porque é que isto difere tanto da ideia de que @ é menor do
que N,—e, de fato, cada vez mais, desesperadamente menor—
até k, onde nos “apanhamos” e k = N,?

Deixando isto de lado, e supondo que aceitamos ZFC, fe-
chemos com um pouco mais de diversdo sobre construgdes de
pontos fixos. Os trés resultados seguintes estabelecem, intuitiva-
mente, que existe um ponto (ndo trivial) em que a hierarquia é
tao larga como alta:

Proposigao 15.21. Existe um ponto fixo de 3, isto ¢, um «k tal que
k = Jg.

Prova. Como na Proposicao 15.20, usando “J” no lugar de “N”.00

Proposigdo 15.22. |V,io| = 3y. Sew - w < a, entao |V, | = 3,.

Prova. A primeira afirmacdo vale por uma inducao transfinita
simples. A segunda segue-se, pois se w - w < @ entdo w + @ =
a. Para o estabelecer, usamos fatos sobre aritmética ordinal de
Capitulo 13. Note-se primeiro que w - w =w-(1+w) =(w-1) +

5Ignorando anos bissextos.
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(w-w) =w+(w-w). Ora, se w-w < @, isto é, @ = (w-w) + L para
algum S, entdow+a =w+ (W - W) +B) = (w+ (W-wW)) + B =
(w-w)+B =a. O

Corolario 15.23. Existe um « tal que |V,| = k.

Prova. Seja k um ponto fixo de 3, dado por Proposicao 15.21.
Claramente w-w < k. Logo |V,| = 3¢ = k por Proposic¢ao 15.22.0

Ha tantos estagios abaixo de V, quantos membros de V. In-
tuitivamente, entdo, V, é tao largo como alto. Isto é muito a ma-
neira de Tristram Shandy: passamos de um estagio ao seguinte
tomando conjuntos poténcia, tornando a hierarquia muito maior
a cada passo. Mas “no fim”, isto é, no estagio «, a largura da
hierarquia alcanca a altura.

Alguém pode perguntar: Com que frequéncia a largura da hie-
rarquia coincide com a altura? A resposta é: Tantas vezes quantos os
ordinais. Mas isto precisa de uma pequena explicagao.

Definimos um termo 7 do seguinte modo. Para qualquer 4,
seja:

7(4) = |4
Tas1(A4) = :T,,(A)
r(4) = | ra(4)

n<w

Como na Proposicao 15.21, 7(4) é um ponto fixo de 3 para qual-
quer 4, e trivialmente |4| < 7(A4). Considere-se entao esta defi-
nicao recursiva:

Wo=0
I/Va'+1 = T(I/V(z)
W, = U Wg, quando « ¢é limite

B<a



CAPITULO 15. ARITMETICA CARDINAL 220

A construcdo estd definida para todos os ordinais. Intuitiva-
mente, entdo, W é “uma injecao” dos ordinais nos pontos fixos
de 3. E, exatamente como antes, Vy, é tdo largo como alto, para
qualquer a.

Problemas

Problema 15.1. Prove em Z~ que XY existe para quaisquer con-
juntos X e Y. Trabalhando em ZF, calcule posto(¥Y) a partir
de posto(X) e posto(Y'), a maneira de Lema 13.9.

Problema 15.2. Prove que ® e ® sdo associativas.

Problema 15.3. Complete a prova de Teorema 15.6, mostrando
que 9(w) 2R eR 2 p(w).



CAPITULO 16

Escolha

16.1 Introducgao

Em Capitulos 14 a 15, desenvolvemos uma teoria de cardinais
tratando os cardinais como ordinais. Essa abordagem depende
do Axioma da Boa Ordenacao. Verifica-se que a Boa Ordenacao
é equivalente a outro principio—o Axioma da Escolha—e houve
discussao filoséfica séria sobre a sua aceitabilidade. As questoes
deste capitulo sao: Como é que o Axioma é usado, e pode ser
justificado?

16.2 O Truque de Tarski-Scott

Na Defini¢do 14.1, definimos cardinais como ordinais. Para isso,
assumimos o Axioma da Boa Ordenacao. Fizemo-lo apenas por-
que é o “padrao da industria”.

Antes de discutir questdes filosoficas em torno da Boa Orde-
nacao, importa deixar claro que podemos afastarnos desse padrao
e desenvolver uma teoria de cardinais sem assumir a Boa Orde-
nacao. Continuamos a poder usar as definicoes de A~ B, A < B
e A < B, tal como apareceram no Capitulo 5. S6 precisamos de
uma nova noc¢ao de cardinal.

Uma ideia ingénua seria tentar definir a cardinalidade de 4

221
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assim:
{x: 4= x}.

Talvez queira comparar isto com a definicdo fregeana de #xFx,
esbocada no final de Secdo 14.5. E, pelas razdes que ali adum-
bramos, esta defini¢ao falha. Qualquer conjunto singular é equi-
potente com {0}. Mas novos singulares sao formados em cada
estagio sucessor da hierarquia (basta considerar o singular do
estagio anterior). Logo {x : 4 ~ x} ndo existe, pois nao pode ter
posto.

Para contornar o problema, usamos um truque devido a
Tarski e Scott:*

Defini¢dao 16.1 (Tarski-Scott). Para qualquer formula ¢(x),
seja [x : ¢(x)] o conjunto de todos os x, de posto minimo possi-
vel, tais que ¢(x) (ou 0, se nao houver ¢s).

Devemos verificar que esta definicao € legitima. Trabalhando
em ZF, Teorema 11.13 garante que posto(x) existe para todo o x.
Agora, se houver entidades que satisfazem ¢, podemos deixar «
ser o posto minimo tal que (3x C V,)p(x), isto é, (VB € a)(Vx C
V3)—¢(x). Podemos entdo definir [x : ¢(x)] por Separacdo como
{x € Vo1 : 0(x)}.

Tendo justificado o truque de Tarski-Scott, podemos usa-lo
para definir uma nog¢ao de cardinalidade:

Definigdo 16.2. A Ts-cardinalidade de 4 é tsc(4) = [x: 4 ~ x].

A definicao de Ts-cardinal ndo usa a Boa Ordenacdo. Mas,
mesmo sem esse Axioma, podemos mostrar que os 7s-cardinais se
comportam de modo semelhante aos cardinais tal como definidos
na Definicao 14.1. Por exemplo, se reformularmos Lema 14.3 e
Lema 15.4 em termos de Ts-cardinais, as provas funcionam em
ZF, sem assumir a Boa Ordenacao.

'Lembrete: todas as formulas podem ter pardmetros (salvo indicagdo em
contrario).
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Enquanto estamos no assunto, vale a pena notar que também
podemos desenvolver uma teoria de ordinais usando o truque de
Tarski—Scott. Onde (4,<) é uma boa ordenagao, seja tso(4,<) =
[(X,R) : (A,<) = (X,R)]. Para mais sobre este tratamento de
cardinais e ordinais, ver Potter (2004, chs. g-12).

16.3 Comparabilidade e Lema de Hartogs

Isto € o lado positivo. Eis o lado negativo. Sem Escolha, as coisas
ficam complicadas. Para ver por que, eis um belo resultado devido
a Hartogs (1915):

Lema 16.3 (em ZF). Para qualquer conjunto A, existe um ordinal
a tal que 4 A

Prova. Se B C A e R C B? entio (B,R) C Vposto(4)+4 POT
Lema 13.9. Logo, usando Separacao, considere-se:

C = {(B,R) € Vyosto(a)+5 : B S A e (B,R) é uma boa ordenacao}
Usando Substitui¢do e Teorema 10.26, forme-se o conjunto:
a ={ord(B,R) : (B,R) € C}.

Por Corolario 10.19, @ € um ordinal, pois € um conjunto transitivo
de ordinais. De fato, se y € 8 € «a, entdo 8 = ord(B,R) para
algum B C R, donde y = ord(Bj,R;) para algum b € B por
Lema 10.10, logo v € a.

Por reduc¢ao ao absurdo, suponhamos que existe uma injecao
f: @ — A. Entao, onde:

B =Im(f)
R={(f(@)f(B)) e AxA:aep}.

Claramente @ = ord(B,R) e (B,R) € C. Logo a € a, o que é
contradicao. O

Isto implica um resultado profundo:
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Teorema 16.4 (em ZF). As afirmagies seguintes sao equivalentes:
1. O Axioma da Boa Ordenacdo

2. OuAd = B ou B = A, para quaisquer conjuntos A ¢ B

Prova. (1) = (2). Fixem-se A e B. Invocando (1), existem boas
ordenacdes (4,R) e (B,S). Invocando Teorema 10.26, sejam
fia — (4,R) e g: B — (B,S) isomorfismos. Por Proposi-
cdo 10.22,oua CBouf Ca.Sea CB,entio go f1: 4A— B
¢ uma injecao, logo 4 < B; analogamente, se 8 C @ entdo B < 4.

(2) = (7). Fixe-se 4; por Lema 16.3 existe algum ordinal § tal
que 8 £ A. Invocando (2), temos 4 < . Logo existe alguma in-
jecdo f: A — 3, e podemos usar esta injec¢ao para bem ordenar
os elementos de 4, definindo uma ordem {{a,b) € AxA4: f(a) €

f()}. O

Como consequéncia imediata: se a Boa Ordenacao falha, entdo
alguns conjuntos sao literalmente incompardveis quanto ao tama-
nho. Assim, se a Boa Ordenacio falha, a aritmética cardinal
transfinita ficara complicada. Por exemplo, teremos de abando-
nar a ideia de que, se 4 e B sdo infinitos, entdo ALIB ~ AXB ~ M,
onde M é o maior de 4 e B (ver Teorema 15.11). O problema
é simples: se ndo podemos comparar o tamanho de 4 e B, entdo
nao faz sentido perguntar qual é o maior.

16.4 O Problema da Boa Ordenacao

Evidentemente que muito depende de aceitarmos ou ndo a Boa
Ordenacao. Mas a discussao deste principio tendeu a concentrar-
se num equivalente, o Axioma da Escolha. Voltemos entdo a
atencdo para esse axioma (e provemos a equivaléncia).

Em 1883, Cantor exprimiu o seu apoio ao Axioma da Boa Or-
denacdo, chamando-lhe “uma lei do pensamento que me parece
fundamental, rica nas suas consequéncias e particularmente no-
tavel pela sua generalidade” (citado em Potter 2004, p. 243). Mas
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Cantor acabou por convencer-se de que o “Axioma” precisava de
prova. A comunidade matematica também.

O problema foi “resolvido” por Zermelo em 1go4. Para ex-
plicar a solucdo, precisamos de algumas defini¢des.

Defini¢do 16.5. Uma funcdo f é uma fun¢io de escolha sse
f(x) € x para todo o x € dom(f). Dizemos que f é uma
fungao de escolha para A sse f é uma funcdo de escolha com

dom(f) = 4\ {0}.

Intuitivamente, para cada conjunto (nio vazio) x € 4, uma
funcao de escolha para 4 escolhe um elemento particular, f(x),
de x. O Axioma da Escolha é entio:

Escolha (Escolha). Todo o conjunto tem uma funcio de esco-
lha.

Zermelo mostrou que a Escolha implica a boa ordenacao, e
vice-versa:

Teorema 16.6 (em ZF). A Boa Ordena¢do ¢ a Escolha sao equiva-
lentes.

Prova. Da esquerda para a direita. Seja A um conjunto de conjun-
tos. Entdo (J 4 existe pelo Axioma da Unido, e logo, pela Boa
Ordenacao, existe alguma relacdo < que bem ordena [ 4. Seja
agora f(x) = o membro <-minimo de x. Isto é uma funcio de
escolha para 4.

Da direita para a esquerda. Fixe-se A. Pela Escolha, existe uma
funcdo de escolha, f, para p(4) \ {0}. Usando Recursao Trans-
finita, defina-se uma funcio:

£(0) = f(4)

(@) = parar! se A= gla]
gl = f(4\ gle]) caso contrario
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A indicacao “parar!” é apenas uma abreviatura para o que seria
de outro modo uma defini¢ao mais longa. Ou seja, quando 4 =
gla] pela primeira vez, seja g(6) = 4 para todo o 6 < @. Agora,
em primeiro lugar, s6 podemos ter a certeza de que isto define um
termo (ver as observacdes ap6s Teorema 11.4); mas mostraremos
que de fato temos uma funcao.

Como f é funcdo de escolha, para cada a (quando definido)
temos g(a) = f(4\ gla]) € 4\ glal; isto & g(a) ¢ glal. Logo,
se g(a) = g(B) entdo g(B) ¢ gle], isto é, B ¢ @, e analogamente
a ¢ . Logo @ = B3, por Tricotomia. Assim, g € injetiva.

Observe-se a seguir que de fato paramos!, isto é, que existe
algum ordinal minimo « tal que 4 = g[«]. De fato, suponhamos
o contrario; entdo, como g € injetiva, teriamos @ < p(4) \ {0}
para todo o ordinal a, contradizendo Lema 16.3. Dai também
Im(g) = 4.

Reunindo estes fatos, g € uma bijecdo de algum ordinal para
A. Agora, g pode ser usada para bem ordenar 4. o

Assim, a Boa Ordenacgdo e a Escolha estdo de pé ou caem
juntas. Mas a questdo permanece: estao de pé ou caem?
16.5 Escolha Enumeravel
E facil provar, sem usar Escolha/Boa Ordenagio, que:

Lema 16.7 (em Z~). Todo o conjunto finito tem uma fun¢do de es-
colha.

Prova. Seja a = {b1,...,b,}. Suponhamos, por simplicidade,
# 0.

que cada b; Logo existem objetos ¢1,...,¢, tais que
¢1 € bi,...,¢, € b,. Agora, por Proposicio 9.5, o conjunto
{(b1,¢1),-..,{by,cy)} existe; e isto é uma funcdo de escolha
para a. o

Mas a situacdo complica-se logo que consideramos conjuntos
infinitos. Por exemplo, considere-se esta extensao “minima” do
resultado acima:
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Escolha Enumerdvel. Todo o conjunto enumerdvel tem uma funcao
de escolha.

Isto € um caso particular da Escolha. E verifica-se que este
principio foi invocado com alguma frequéncia, sem uma consci-
éncia 6bvia do seu uso. Eis dois bons exemplos.*

Exemplo 16.8. Eis um pensamento natural: para qualquer con-
junto 4, ou w X A4, ou 4 = n para algum n € w. Esta é uma
maneira de exprimir a ideia intuitiva de que todo o conjunto é
finito ou infinito. Cantor, e muitos outros matematicos, fizeram
esta afirmacdo sem a provar. Com a cautela que nos caracteriza,
a provamos em Teorema 14.7. Mas nessa prova estavamos a tra-
balhar em ZFC, pois assumiamos que qualquer conjunto 4 pode
ser bem ordenado, e logo que |4| esta garantidamente definido.
Ou seja: assumimos explicitamente a Escolha.

De fato, Dedekind (1888) ofereceu a sua propria prova desta
afirmacao, do seguinte modo:

Teorema 16.9 (em Z~ + Escolha Enumeravel). Para qualquer
A, ouw 2 A oud~=n para algum n € w.

Prova. Suponhamos 4 # n para todo o n € w. Entao, em par
ticular, para cada n < w existe um subconjunto 4, € 4 com
exatamente 2" elementos. Usando esta sequéncia Ay, 41, 4s,. ..,
definimos para cada n:

B, =4, )\ UA,-.
i<n
Note-se o seguinte
L 4u] < 1ol + 1da] + .+ 4y 4

i<n

=1+2+...+2"1

*Devidos a Potter (2004, §9.4) e Luca Incurvati.
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=9" -1
< 2" = |A4,|

Logo cada B, tem pelo menos um membro, ¢,. Além disso, os
B, sao dois a dois disjuntos; assim, se ¢, = ¢,, entdo n = m. Mas
cada ¢, € 4. Logo a funcdo f(n) = ¢, é uma injeccdo w — 4. O

Dedekind nao assinalou que tinha usado a Escolha Enumeravel.
Mas reparou o leitor no seu uso? Olhe de novo. (De fato: olhe de
n0v0.)

A prova usou a Escolha Enumeravel duas vezes. A usamos
uma vez, para obter a nossa sequéncia de conjuntos 4y, 41, 4y, ...
Voltamos a usa-la para seleccionar os elementos ¢, de cada B,.
Além disso, este uso da Escolha é irredutivel. Cohen (1966,
p. 138) provou que o resultado falha se ndo tivermos qualquer
versdo da Escolha. Ou seja: é consistente com ZF que existam
conjuntos incompardveis com w.

Exemplo 16.10. Em 1878, Cantor afirmou que uma unido enu-
meravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel. Nao apresen-
tou prova, talvez por considerar a prova 6bvia. Agora, com a
nossa cautela, provamos uma versao mais geral deste resultado
em Proposicdao 15.12. Mas a nossa prova assumiu explicitamente
a Escolha. E mesmo a prova do resultado menos geral requer a
Escolha Enumeravel.

Teorema 16.11 (em Z~ + Escolha Enumeravel). Se 4, ¢ enu-
merdvel para cada n € w, entao\),.,, An é enumerdvel.

Prova. Sem perda de generalidade, suponhamos que cada 4, #
0. Logo, para cada n € w existe uma sobrejecdao f,: w — A4,.
Defina-se f: w X w — Uycy, 4n por f(m,n) = f,(m). O resul-
tado segue porque w X w é enumeravel (Proposicao 5.6) e f €
uma sobrejecao. |



CAPITULO 16. ESCOLHA 229

Notou o uso da Escolha Enumeravel? Serve para escolher a nossa
sequéncia de funcdes fo, fi, f2, ...3 E, de novo, o resultado falha
na auséncia de qualquer principio de Escolha. Especificamente,
Feferman and Levy (1963) provou que é consistente com ZF que
uma unido enumeravel de conjuntos enumeraveis tenha cardina-
lidade 3J;. Mas eis uma formula¢ao bem mais divertida do ponto,
de Russell:

Isto ilustra-se com o milionario que comprava um par
de meias sempre que comprava um par de botas, e
nunca noutra ocasiao, e que tinha tal paixdo por com-
prar ambos que acabou por ter 8, pares de botas e
No pares de meias... Nas botas podemos distinguir
direita e esquerda, e portanto podemos fazer uma se-
lecao de uma em cada par, nomeadamente, podemos
escolher todas as botas direitas ou todas as esquer-
das; mas com as meias nao se impde qualquer princi-
pio de selecdo, e nao podemos ter a certeza, a menos
que assumamos o axioma multiplicativo [isto é, em
efeito, a Escolha], de que existe alguma classe cons-
tituida por uma meia de cada par. (Russell, 1919,

p. 126)

Em suma, alguma forma de Escolha é necessaria para provar o
seguinte: se tem uma quantidade enumeravel de pares de meias,
entdo tem (apenas) uma quantidade enumeravel de meias. E,
de fato, sem a Escolha Enumeravel (ou algo equivalente), uma
unido enumeravel de conjuntos enumeraveis pode deixar de ser
enumeravel.

A moral é que a Escolha Enumeravel foi usada repetidamente,
sem grande consciéncia por parte de quem a usava. A questdo
filosofica é: como poderiamos justificar a Escolha Enumeravel?

Uma tentativa de justificacdo intuitiva poderia apelar a uma
super-tarefa. Suponhamos que fazemos a primeira escolha em 1/2

3Um uso semelhante da Escolha ocorreu em Proposicao 15.12, quando
demos a instru¢do “Para cada 8 € a, fixe uma injegao f3”.
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minuto, a segunda em 1/4 minuto, ..., a n-ésima em 1/2” minuto,
... Entao, dentro de 1 minuto, teremos feito uma w-sequéncia de
escolhas, e definido uma funcio de escolha.

Mas que poderia realmente dizernos um tal experimento
mental? Para comecar, depende de tomar a ideia de “escolher”
de modo bastante literal. Para além disso, parece atar a matema-
tica a possibilidades metafisicas.

Mais importante: nao nos dard justificacdo para a Escolha
sem reservas, em vez da mera Escolha Enumeravel. Porque, se pre-
cisarmos que Zodo o conjunto tenha funcao de escolha, entdo pre-
cisaremos de poder realizar uma “super-tarefa de comprimento
ordinal arbitrario.” Sem rodeios, essa ideia € risivel.

16.6 Considerac¢des Intrinsecas sobre a
Escolha

A questdo mais ampla, entdo, é se a Boa Ordenagao, ou a Esco-
lha, ou de fato a comparabilidade de todos os conjuntos quanto
ao tamanho—nao importa qual—podem ser justificadas.

Eis uma tentativa de justificacdo intrinseca. De volta a Se-
¢ao 9.1, introduzimos varios principios sobre a hierarquia. Um
deles merece ser repetido:

Estdgios-acumulam. Para qualquer estagio §, e para quais-
quer conjuntos que foram formados antes do estagio S:
forma-se no estagio .S um conjunto cujos membros sdo exa-
tamente esses conjuntos. Nada mais se forma no estagio S.

De fato, muitos autores sugeriram que o Axioma da Escolha pode
ser justificado via (algo como) este principio. Daremos breve-
mente um resumo dessa abordagem.

Comecgamos por um resultado simples, que oferece mais uma
formulacao equivalente da Escolha:
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Teorema 16.12 (em ZF). A Escolha é equivalente ao principio se-
guinte. Se os membros de A sao disjuntos dois a dois e ndo vazios, entdo
existe algum C tal que C N x ¢ um singular para todo o x € A. (Cha-
mamos a tal C um conjunto de escolha para A.)

A prova deste resultado é direta, e a deixamos como exercicio
para o leitor.

O ponto essencial é que um conjunto de escolha para A4 ¢
precisamente o contradominio de uma func¢io de escolha para
A. Assim, para justificar a Escolha, podemos simplesmente tentar
justificar a sua formulacao equivalente, em termos da existéncia
de conjuntos de escolha. E é exatamente isso que faremos agora.

Sejam os membros de 4 disjuntos dois a dois e ndo vazios.
Por Estdgios-sao-chave (ver Secao 9.1), 4 é formado em algum es-
tagio S. Note-se que todos os membros de | J 4 estdo disponiveis
antes do estagio S. Agora, por Estdgios-acumulam, para quaisquer
conjuntos formados antes de §, forma-se um conjunto cujos mem-
bros sdo exatamente esses conjuntos. Dito de outro modo: toda a
possivel colecao de conjuntos disponiveis mais cedo existira em .
Mas é certamente possivel seleccionar objetos que possam ser reu-
nidos num conjunto de escolha para 4; isso é apenas um certo
subconjunto muito especifico de |J 4. Logo: existe tal conjunto
de escolha, como requerido.

Bem, esta é uma tentativa muito rapida de oferecer uma justi-
ficacdo da Escolha por razdes intrinsecas. Mas, para aprofundar
esta ideia, deve ler o desenvolvimento elegante de Potter (2004,

§14.8).

16.7 Paradoxo de Banach-Tarski

Também podemos tentar justificar a Escolha, como Boolos tentou
justificar a Substitui¢do, apelando a consideracgdes extrinsecas (ver
Secao 12.3). Afinal, adotar a Escolha tem muitas consequéncias
desejaveis: poder comparar qualquer par de cardinais; poder bem
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ordenar qualquer conjunto; poder tratar os cardinais como um
tipo particular de ordinal; etc.

Por vezes, contudo, afirma-se que a Escolha tem consequén-
cias indesejdveis. Na maior parte dos casos, isso deve-se a um
resultado de Banach and Tarski (1924).

Teorema 16.13 (Paradoxo de Banach-Tarski (em ZFC)).
Qualquer bola pode ser decomposta num nimero finito de pecas, que
podem ser remontadas (por rotagdo e transporte) de modo a formar duas
cépias dessa bola.

A primeira vista, isto surpreende. Claramente as duas bolas tém
0 dobro do volume da bola original. Mas os movimentos rigidos—
rotacdo e transporte—nao alteram o volume. Parece assim que
Banach—Tarski nos permite fazer aparecer matéria nova por ma-
gia.

Pior ainda.* Raciocinio semelhante mostra que uma ervilha
pode ser cortada num nimero finito de pecgas, que depois podem
ser remontadas (por rotac¢ao e transporte) de modo a formar um
objeto com a forma e o tamanho do Big Ben.

Nada disto, porém, vale em ZF isoladamente.® Logo temos
de decidir: rejeitar a Escolha, ou aprender a viver com o “para-
doxo”.

Sugerimos que devemos aprender a viver com o “paradoxo”.
De fato, ndo nos parece propriamente um paradoxo. Em particu-
lar, ndo vemos por que haveria de ser mais ou menos paradoxal
do que qualquer um dos resultados seguintes:°

1. Ha tantos pontos no intervalo (0,1) como em R.
Prova: considere-se tan(z(r — 1/2))).

4Ver Tomkowicz and Wagon (2016, Theorem 3.12).

5Embora Banach-Tarski possa ser provado com principios estritamente
mais fracos do que a Escolha; ver Tomkowicz and Wagon (2016, 303).

6Potter (2004, 276—7), Weston (2003, 16), Tomkowicz and Wagon (2016,
31, 308-9) fazem pontos semelhantes, com outros exemplos.
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2. Ha tantos pontos numa reta como num quadrado.
Ver Secao 1.3 e Secdo 5.10.

3. Existem curvas que preenchem o espaco.
Ver Secdo 1.3 e Secdo 5.11.

Nenhum destes trés resultados requer a Escolha. De fato, ja os
tratamos simplesmente como matematica surpreendente e bela.
Talvez devéssemos adotar a mesma atitude perante o Paradoxo
de Banach—Tarski.

Com certeza, é necessaria aqui uma observacdo técnica; mas
basta manter a cabeca fria. Os movimentos rigidos preservam
volume. Consequentemente, as cinco’ pegas em que a bola é
decomposta ndo podem todas ser mensurdveis. Grosso modo, nao
faz sentido atribuir volume a estas pecas individualmente. Deve
pensar nelas como dispersoes infinitas de pontos impossiveis de
visualizar. Agora, pode ser “estranho” conceber tais conjuntos
“infinitamente dispersos”. Mas a sua existéncia parece seguir da
injuncao, incorporada em Estdgios-acumulam, de que se formem
todas as colecbes possiveis de conjuntos disponiveis mais cedo.

Se nada disto convence, eis um ultimo argumento (extrin-
seco) a favor de abracar o Paradoxo de Banach-Tarski. Ele im-
plica de imediato a melhor piada matematica de sempre:

Pergunta. O que é um anagrama de “Banach-Tarski”?

Resposta. “Banach—Tarski Banach—Tarski”.

16.8 Apéndice: Paradoxo de Vitali

Para ter uma ideia real de se a constru¢ao de Banach—Tarski é
aceitavel ou nao, deviamos examinar a sua prova. Infelizmente,
isso exigiria muito mais algebra do que podemos apresentar aqui.

7Enunciamos o Paradoxo em termos de “ntimero finito de pegas”. De fato,
Robinson (1947) provou que a decomposi¢ao pode ser feita com cinco pegas
(mas nao menos). Para uma prova, ver Tomkowicz and Wagon (2016, pp. 66—

7)-
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Contudo, podemos oferecer algumas observacdes rapidas que tal-
vez esclarecam a prova de Banach-Tarski,® concentrando-nos no
resultado seguinte:

Teorema 16.14 (Paradoxo de Vitali (em ZFC)). Qualquer
circulo pode ser decomposto numa quantidade enumerdvel de pecas, que
podem ser remontadas (por rotagdo e transporte) de modo a formar duas
copias desse circulo.

O Paradoxo de Vitali ¢ muito mais facil de provar do que o Pa-
radoxo de Banach-Tarski. Chamamos-lhe “Paradoxo de Vitali”,
pois segue-se da constru¢do, em 19o5, de um conjunto nao men-
suravel. Mas os aspectos conjuntistas da prova do Paradoxo de
Vitali e do Paradoxo de Banach—Tarski sao muito semelhantes. A
diferenca essencial entre os resultados é que Banach—Tarski con-
sidera uma decomposic¢ao finita, enquanto o Paradoxo de Vitali
considera uma decomposicao enumerdvel infinita. Como Weston
(2003) diz, o Paradoxo de Vitali “certamente nao é tao notavel
como o paradoxo de Banach—Tarski, mas ilustra que paradoxos
geométricos podem ocorrer mesmo em situacoes ‘simples’.”

O Paradoxo de Vitali trata de uma figura bidimensional, um
circulo. Logo trabalhamos no plano, R%. Seja R o conjunto das ro-
tacoes (no sentido dos ponteiros do relégio) de pontos em torno
da origem por valores em radianos racionais no intervalo [0, 27).
Eis alguns fatos algébricos sobre R (se ndo compreender o enun-
ciado do resultado, a prova esclarecera o seu significado):

Lema 16.15. R forma um grupo abeliano sob a composicao de fungaes.

Prova. Escrevendo Or para a rotacdo por 0 radianos, este é um
elemento neutro para R, pois p o Og = Og o p = p para qualquer
p €R.

Todo o elemento tem inverso. Onde p € R roda por r radia-
nos, p~! € R roda por 2r —r radianos, de modo que pop~! = 0p.

8Para um tratamento bem mais completo, ver Weston (2003) ou Tomkowicz
and Wagon (2016).
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A composi¢ao € associativa: (1oo)op = 7o (0 0 p) para
quaisquer p,o,7 € R

A composicao é comutativa: o o p = p o o para quaisquer
p,0 € R. O

De fato, podemos partir o nosso grupo R ao meio e depois
usar qualquer metade para recuperar o grupo inteiro:

Lema 16.16. Existe uma particio de R em dois conjuntos disjuntos,
R1 e Ry, ambos dos quais sao uma base para R.

Prova. Seja R1 o conjunto das rotac¢des por valores racionais em
radianos em [0,7); seja Ry = R \ R;. Por algebra elementar,
{pop:p e R} =R Um resultado semelhante obtém-se para
Ry. O

Usaremos este fato sobre grupos para estabelecer Teo-
rema 16.14. Seja S o circulo unitario, isto é, o conjunto dos
pontos exatamente a 1 unidade da origem do plano, isto é,
{(r,s) € R? : Vr2 +52 = 1}. Partiremos S em partes conside-
rando a relacdo seguinte em S:

r ~ssse(3p € R)p(r) =s.
Ou seja, os pontos de S estao ligados por esta relagao sse se pode

passar de um para o outro por uma rotac¢ao de valor racional em
torno da origem. Sem surpresa:

Lema 16.17. ~ ¢ uma rela¢ao de equivaléncia.
Prova. Trivial, usando Lema 16.15. O

Invocamos agora a Escolha para obter um conjunto, C, con-
tendo exatamente um membro de cada classe de equivaléncia de
S sob ~. Ou seja, consideramos uma funcdo de escolha f no
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conjunto das classes de equivaléncia,’
E={[r].:reS},

e seja C = Im(f). Para cada rotacdo p € R, o conjunto p[C]
consiste nos pontos obtidos ao aplicar a rotacido p a cada ponto
de C. Os dois resultados seguintes mostram que estes conjuntos
cobrem o circulo por completo e sem sobreposicio:

Lema 16.18. S = U,z p[C].

Prova. Fixe-se s € S; existe algum r € C tal que r € [s]., isto é,
r ~ s, isto é, p(r) = s para algum p € R. o

Lema 16.19. S¢ p1 # py entao p1[C] N p2[C] = 0.

Prova. Suponhamos s € p1[C]Npy[C]. Logo s = p1(r1) = pa(re)
para alguns 1,7 € C. Dai p;l(pl(rl)) =19, € p;l o p1 € R, logo
r ~ ro. Logo 11 = 19, pois C selecciona exatamente um membro
de cada classe de equivaléncia sob ~. Logo s = p1(r1) = pa(r1),
e portanto p1 = pg. |

Aplicamos agora os fatos algébricos anteriores ao nosso cir-
culo:

Lema 16.20. Existe uma parti¢do de S em dois conjuntos disjuntos,
D1 ¢ Dy, tal que D1 pode ser particionado numa quantidade enumerdvel
de conjuntos que podem ser rodados de modo a formar uma cipia de S
(¢ analogamente para Dy).

Prova. Usando R; e Ry de Lema 16.16, seja:

Dy = rlcl Dy = | rlcl

pER PERy

9Como R é enumeravel, cada membro de E é enumeravel. Como S é nido
enumeravel, segue-se de Lema 16.18 e Proposicao 15.12 que E é ndo enumera-
vel. Logo isto é um uso de Escolha ndo enumeravel.
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Isto é uma particao de S, por Lema 16.18, e Dy e Dy sdo disjuntos
por Lema 16.19. Por construgao, D; pode ser particionado numa
quantidade enumeravel de conjuntos, p[C] para cada p € R;. E
estes podem ser rodados de modo a formar uma cé6pia de S, pois
S =Uper pLC] = Uper, (pop)[C] por Lema 16.16 e Lema 16.18.
O mesmo raciocinio vale para Dy. O

Isto implica de imediato o Paradoxo de Vitali. Pois podemos ge-
rar duas copias de S a partir de S, apenas partindo-o numa quan-
tidade enumeravel de pecas (os varios p[C]) e depois movendo-
as rigidamente (basta rodar cada peca de D1, e primeiro trans-
portar e depois rodar cada peca de Dy).

Recapitulemos a estratégia de prova. Come¢amos com fa-
tos algébricos sobre o grupo de rota¢des no plano. Usamos este
grupo para partir S em classes de equivaléncia. Chegamos entdo
a um “paradoxo”, usando a Escolha para seleccionar elementos
de cada classe.

Usamos exatamente a mesma estratégia para provar Banach-
Tarski. A principal diferenca é que os fatos algébricos usados na
prova de Banach-Tarski sdo bastante mais complicados do que
os usados no Paradoxo de Vitali. Mas esses fatos algébricos nada
tém a ver com a Escolha. Resumimos-os rapidamente.

Para provar Banach-Tarski, comecamos por estabelecer um
analogo de Lema 16.16: qualquer grupo livre pode ser partido em
quatro pecas que, intuitivamente, podemos “mover” de modo a
recuperar duas copias do grupo inteiro.' Mostramos depois que
podemos usar duas rotagdes particulares em torno da origem de
R3 para gerar um grupo livre de rotagdes, F.'* (Ainda sem Esco-
lha.) Consideramos agora pontos na superficie da esfera como
“semelhantes” sse um pode obter-se do outro por uma rotagao
em F. Usamos entdo a Escolha para seleccionar exatamente um
ponto de cada classe de equivaléncia de pontos “semelhantes”.

1°0 fato de podermos usar quatro pecas deve-se a Robinson (1947). Para
uma prova recente, ver Tomkowicz and Wagon (2016, Theorem 5.2). Seguimos
Weston (2003, p. 3) ao descrever isto como “mover” as pegas do grupo.

Ver Tomkowicz and Wagon (2016, Theorem 2.1).
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Aplicando a nossa divisdo de F a superficie da esfera, como em
Lema 16.20, partimos essa superficie em quatro pecas, que po-
demos “mover” de modo a obter duas copias da superficie da
esfera. E isto estabelece (Hausdorff, 1914):

Teorema 16.21 (Paradoxo de Hausdorff (em ZFC)). A su-
perficie de qualquer esfera pode ser decomposta num niimero finito de
pegas, que podem ser remontadas (por rotacao e transporte) de modo a
Jformar duas copias disjuntas dessa esfera.

Ainda sdo precisos alguns truques algébricos para obter o
Teorema completo de Banach—Tarski (que nao diz sé respeito a
superficie da esfera, mas também ao seu interior). Francamente,
porém, isto € apenas a cereja no topo do bolo algébrico. Por isso
Weston escreve:

[...] oresultado sobre grupos livres € o passo chave na
prova do paradoxo de Banach-Tarski. Deste ponto
de vista, o paradoxo de Banach-Tarski nao é tanto
uma afirmagéo sobre R? quanto uma afirmagio sobre
a complexidade do grupo [das translagdes e rotacoes
em R3]. (Weston, 2003, p. 16)

Ou seja: podermos ou nao oferecer uma decomposicao finita
(como em Banach-Tarski) ou uma decomposicao enumerdvel in-
finita (como no Paradoxo de Vitali) resume-se a certos fatos de
teoria dos grupos sobre trabalhar em duas ou trés dimensdes.
Admitidamente, esta ultima observacdo estraga ligeiramente
a piada no final de Secdo 16.7. Por ser bidimensional, “Banach-
Tarski” tem de ser dividido numa infinidade enumeravel de pegas,
se se quiserem rearranjar essas pecas de modo a formar “Banach-
Tarski Banach—Tarski”. Para consertar a piada, é preciso escrever
em trés dimensdes. Deixamos isto como exercicio para o leitor.
Um ultimo comentario. Na Sec¢do 16.7, mencionamos que
as “pecas” da esfera que se obtém nao podem ser mensurdveis,
mas tém de ser dispersdes infinitas impossiveis de visualizar. O
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mesmo vale para o nosso uso da Escolha ao obter Lema 16.20.
E tudo isto merece explicacao.

De novo, devemos esbocar alguma base (mas isto é apenas
um esboco; talvez queira consultar uma entrada de manual so-
bre medida). Definir uma medida para um conjunto X € atribuir
um valor u(E) € R a cada E nalguma “o-algebra” sobre X. Os
detalhes aqui ndo sdo essenciais, exceto que a funcdo u deve obe-
decer ao principio da aditividade enumeravel: a medida de uma
unido enumeravel de conjuntos disjuntos é a soma das medidas
individuais, isto €, u(U,<p Xn) = Xpew #(X,) sempre que os X,
sao disjuntos. Dizer que um conjunto é “nao mensuravel” é di-
zer que nenhuma medida pode ser atribuida de modo adequado.
Agora, usando o nosso R de antes:

Corolario 16.22 (Vitali). Se¢ja u uma medida tal que u(S) =1, e
tal que p(X) = u(Y) se X e¢Y sao congruentes. Entao p[C] ¢ nao
mensurdvel para todo o p € R.

Prova. Por reducido ao absurso, suponhamos o contrario. Seja
entdo p(o[C]) = r para algum o € R e algum r € R. Para
qualquer p € R, p[C] e o[C] sdao congruentes, logo u(p[C]) =
r para qualquer p € R. Por Lema 16.18 e Lema 16.19, S =
Uper p[C] € uma unido enumeravel de conjuntos disjuntos dois
a dois. Logo a aditividade enumeravel dita que u(S) =1 é a
soma das medidas de cada p[C], isto é,

1=u(S)= ) uplCh =7

PER PER

Mas se r =0 entdo Y, ,cgr =0, e se r > 0 entdo 3 ,cg7r = 0. O

Problemas

Problema 16.1. Prove Teorema 16.12. Se tiver dificuldades, en-
contrard uma prova em (Potter, 2004, pp. 242-3).
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Biografias

A.1 Georg Cantor

Uma biografia inicial de Ge-
org Cantor (GAY-org KAHN-
tor) afirmava que ele tinha
nascido e sido encontrado
num navio que seguia para
Sao Petersburgo, na Russia, e
que seus pais eram desconhe-
cidos. Isto, porém, nao é ver-
dade; embora ele tivesse nas-
cido em Sao Petersburgo em
1845.

Cantor se doutorou em
matematica na Universidade
de Berlim em 1867. E conhe-
cido por seu trabalho em te-
oria dos conjuntos e é consi-
derado o fundador da teoria
dos conjuntos como disciplina Figura A.7: Georg Cantor
de pesquisa distinta. Foi o pri-
meiro a provar que existem conjuntos infinitos de tamanhos dife-
rentes. Suas teorias, e sobretudo a teoria dos infinitos, provoca-
ram muito debate entre os matematicos da época, e seu trabalho

240
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foi controverso.

As conviccoes religiosas de Cantor e seu trabalho matema-
tico estavam inextricavelmente ligados; ele chegou a afirmar que
a teoria dos numeros transfinitos lhe tinha sido comunicada dire-
tamente por Deus. Mais tarde, Cantor sofreu de doenga mental.
A partir de 1894, e com maior frequéncia nos tltimos anos, Can-
tor foi internado. As fortes criticas a seu trabalho, incluindo um
rompimento com o matematico Leopold Kronecker, levaram a
depressdo e a perda de interesse pela matematica. Durante epi-
sodios depressivos, Cantor se dedicava a filosofia e a literatura,
e chegou a publicar uma teoria de que Francis Bacon era o autor
das pecas de Shakespeare.

Cantor morreu em 6 de janeiro de 1918, num sanatério em
Halle.

Leitura complementar Para biografias completas de Cantor,
ver Dauben (199o) e Grattan-Guinness (1971). As visoes radicais
de Cantor sao também descritas no programa da BBC Radio 4
A Brief History of Mathematics (du Sautoy, 2014). Se quiser ouvir
as teorias de Cantor em forma de rap, ver Rose (2012).

A.2 Kurt Godel

Kurt G6del (GER-dle) nasceu em 28 de abril de 19go6 em Briinn,
no império austro-hungaro (hoje Brno, na Republica Tcheca). De-
vido a seu espirito inquisitivo e brilhante, o jovem Kurtele era
muitas vezes chamado “Der kleine Herr Warum” (o Pequeno
Senhor Porqué) pela familia. Destacou-se nos estudos desde a
escola primaria, tendo obtido menos do que a nota mais alta
apenas em matematica. Godel faltava frequentemente a escola
por causa da fragil saude e estava isento de educacao fisica. Foi
diagnosticado com febre reumatica durante a infincia. Ao longo
da vida, acreditou que isso tinha afetado permanentemente seu
coracao, apesar dos pareceres médicos em contrario.
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Godel comecou a estudar
na Universidade de Viena em
1924 e concluiu o doutorado
em 1929. Inicialmente preten-
dia estudar fisica, mas seus
interesses se deslocaram ra-
pidamente para a matema-
tica e sobretudo para a lo-
gica, em parte devido a influ-
éncia do fil6sofo Rudolf Car-
nap. Sua dissertacdo, orien-
tada por Hans Hahn, provava
o teorema de completude da
logica de predicados de pri-
meira ordem com identidade
(Godel, 1929). Apenas um
ano depois, obteve seus re- Figura A.2: Kurt Godel
sultados mais famosos—o pri-
meiro e o segundo teorema da incompletude (publicados em G&-
del 1931). Durante o periodo em Viena, Godel participou inten-
samente no Circulo de Viena, um grupo de fil6sofos de orienta-
cao cientifica que incluia Carnap, cujo trabalho foi especialmente
influenciado pelos resultados de Godel.

Em 1938, Godel se casou com Adele Nimbursky. Os pais nao
ficaram contentes: nio s6 ela era seis anos mais velha e ja divor-
ciada, como trabalhava como bailarina num clube noturno. As
pressdes sociais ndo afetaram Godel, contudo, e permaneceram
felizmente casados até sua morte.

Depois de a Alemanha Nazi ter anexado a Austria em 1938,
Godel e Adele emigraram para os Estados Unidos, onde ele as-
sumiu um lugar no Institute for Advanced Study em Princeton,
Nova Jersey. Apesar da introversdo e do carater excéntrico, o
periodo de Gddel em Princeton foi colaborativo e frutuoso. Pu-
blicou ensaios em teoria dos conjuntos, filosofia e fisica. Nota-
velmente, estabeleceu uma amizade particularmente forte com o
colega no IAS, Albert Einstein.
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Nos tltimos anos, a satide mental de Goédel se deteriorou.
A internacdo da esposa em 1977 fez com que ela ndo pudesse
mais cozinhar as refei¢es dele. Tendo sofrido de problemas de
saude mental ao longo da vida, sucumbiu a paranoia. Com medo
mortal de ser envenenado, G6del se recusou a comer. Morreu de
inanicdo em 14 de janeiro de 1978, em Princeton.

Leitura complementar Para uma biografia completa da vida
de Godel, ver John Dawson (1997). Para outros textos biografi-
cos, bem como ensaios sobre as contribuicées de Godel para a
logica e a filosofia, ver Wang (199o), Baaz et al. (2011), Takeuti
et al. (2003), e Sigmund et al. (2007).

A tese de doutorado de Godel esta disponivel no alemao ori-
ginal (Godel, 1929). O texto original dos teoremas da incomple-
tude é (Godel, 1931). Todas as publicacdes e textos nao publica-
dos de Godel, bem como uma sele¢ao de correspondéncia, estao
disponiveis em inglés em seus Collected Papers Feferman et al.
(1986, 1990).

Para um tratamento detalhado dos teoremas da incompletude
de Godel, ver Smith (2013). Para uma discussido informal e filos6-
fica dos teoremas de Godel, ver o podcast de Mark Linsenmayer
(Linsenmayer, 2014).

A.3 Bertrand Russell

Bertrand Russell é celebrado como um dos fundadores da filoso-
fia analitica moderna. Nascido em 18 de maio de 1872, Russell
nao era conhecido apenas pelo trabalho em filosofia e légica,
mas escreveu muitos livros de divulgacao em diversas areas. Foi
também um ardente ativista politico ao longo da vida.

Russell nasceu em Trellech, Monmouthshire, no Pais de
Gales. Os pais pertenciam a nobreza britanica. Eram livre-
pensadores e chegaram a travar amizade com os radicais de Bos-
ton da época. Infelizmente, os pais de Russell morreram quando
ele era ainda crianca, e Russell foi viver com os avés. Ali recebeu
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uma educacao religiosa (algo que os pais tinham querido evitar
a todo custo). A avé era muito rigorosa em todas as questdes de
moralidade. Na adolescéncia foi sobretudo educado em casa por
professores particulares.

A influéncia de Russell na
filosofia analitica, e sobretudo
na logica, é enorme. Es-
tudou matematica e filosofia
no Trinity College, em Cam-
bridge, onde foi influenciado
pelo matematico e fil6sofo Al-
fred North Whitehead. Em
1910, Russell e Whitehead pu-
blicaram o primeiro volume
de Principia Mathematica, de-
fendendo a ideia de que a
matematica é redutivel a 16-
gica.  Seguiu-se a publica-
¢ao de centenas de livros, en-
saios e panfletos politicos. Em
1950, ganhou o Prémio Nobel Figura A.3: Bertrand Russell
de Literatura.

Russell se encontrava profundamente envolvido na politica e
no ativismo social. Durante a Primeira Guerra Mundial foi preso
e condenado a seis meses de prisdo por atividades pacifistas e
protesto. Na prisdo pode escrever e ler, e afirma ter achado a
experiéncia “bastante agradavel.” Permaneceu pacifista ao longo
da vida, e voltou a ser detido por participar num comicio pelo
desarmamento nuclear em 1961. Sobreviveu também a um aci-
dente de avido em 1948, no qual os unicos sobreviventes eram
os que estavam sentados na area de fumantes. Por isso, Russell
declarou que devia a vida ao tabagismo. Russell se casou quatro
vezes, mas tinha fama de manter relagdes extraconjugais. Morreu
em 2 de fevereiro de 1970, aos g7 anos, em Penrhyndeudraeth,
no Pais de Gales.
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Leitura complementar Russell escreveu uma autobiografia
em trés partes, que abrange sua vida de 1872 a 1967 (Russell,
1967, 1968, 1969). O Bertrand Russell Research Centre na Mc-
Master University alberga os arquivos de Bertrand Russell. Ver
o site em Duncan (2015), para informacao sobre os volumes de
suas obras reunidas (incluindo indices pesquisaveis) e projetos
de arquivo. O artigo de Russell On Denoting (Russell, 19o5) é um
classico da filosofia analitica do século XX.

A entrada da Stanford Encyclopedia of Philosophy sobre Rus-
sell (Irvine, 2015) inclui excertos de audio de Russell a falar sobre
Desejo e teoria politica. Estao disponiveis online muitas entre-
vistas em video com Russell. Para o ouvir falar de tabagismo e
do envolvimento num acidente de avido, ver, por exemplo, Rus-
sell (n.d.). Algumas obras de Russell, incluindo a Introduction to
Mathematical Philosophy, estao disponiveis como audiolivros gra-
tuitos em LibriVox (n.d.).

A.4 Alfred Tarski

Alfred Tarski nasceu em 14 de janeiro de 19o1 em Varsévia, na
Polonia (entao parte do Império Russo). Descrito como “napo-
lednico”, Tarski era ruidoso, falador e intenso. Sua energia se
refletia muitas vezes nas aulas—chegou a incendiar um cesto de
lixo ao jogar fora um cigarro durante uma aula, e foi proibido de
lecionar novamente naquele edificio.

Tarski tinha sede de conhecimento desde cedo. Mais tarde
diria aos estudantes que estudara légica porque era a unica dis-
ciplina em que tivera um B, mas os registros do colégio mostram
que tinha notas maximas em tudo—até em légica. Estudou na
Universidade de Varsovia de 1918 a 1924. Tarski pretendia ini-
cialmente estudar biologia, mas se interessou por matematica,
filosofia e logica, pois a universidade era o centro da Escola de
Légica e Filosofia de Varsovia. Tarski se doutorou em 1924 sob
orientacdo de Stanistaw Le$niewski.

Antes de emigrar para os Estados Unidos em 1939, Tarski
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completou parte de seu trabalho mais importante enquanto pro-
fessor de ensino secundario em Varsévia. O trabalho sobre con-
sequéncia logica e verdade logica foi escrito nesse periodo. Em
1939, Tarski se encontrava nos Estados Unidos numa turné de
palestras. Durante a visita, a Alemanha invadiu a Poldnia, e, por
causa da ascendéncia judaica, Tarski ndo pdde retornar. A es-
posa e os filhos permaneceram na Pol6nia até o fim da guerra,
mas depois também puderam emigrar para os Estados Unidos.
Tarski lecionou em Harvard, no College of the City of New York,
no Institute for Advanced Study em Princeton, e finalmente na
Universidade da Califérnia, em Berkeley. Ali fundou o programa
multidisciplinar em Logica e Metodologia da Ciéncia. Tarski
morreu em 26 de outubro de 1983, aos 82 anos.

Leitura complementar Para mais sobre a vida de Tarski, ver
a biografia Alfred Tarski: Life and Logic (Fefezman and Feferman,
2004). As obras fundadoras de Tarski ggbre"comseguéncia logica
e verdade estdo disponiveis em inglés railil 983). To-
das as obras originais de Tarski foram idas a série de
quatro volumes, (Tarski, 1981). ~ '

A.5; Ernst Zermelo

Ernst Zermelo nasceu em 27
de julho de 1871 em Ber
lim, na Alemanha. Tinha
cinco irmas, embora a fami-
lia sofresse de fragil saude e
apenas trés sobrevivessem a
idade adulta. Os pais também Figura A.4: Alfred Tarski
faleceram quando ele era jo-
vem, deixando-o 6rfio, com
os irmaos, aos dezessete anos.
Zermelo tinha um profundo
interesse pelas artes, e sobre-
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tudo pela poesia. Era conhe-
cido por ser perspicaz, espi-
rituoso e critico. Entre suas
conquistas matematicas mais
celebradas estdo a introducao
do axioma da escolha (em
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1904) e sua axiomatiza¢do da teoria dos conjuntos (em 19o8).

Os interesses de Zermelo
na universidade eram varia-
dos. Frequentou cursos de
fisica, matematica e filoso-
fia. Sob orientacdo de Her-
mann Schwarz, Zermelo con-
cluiu a dissertacdo Investiga-
tions in the Calculus of Vari-
ations em 1894 na Universi-
dade de Berlim. Em 1897,
decidiu prosseguir estudos na
Universidade de Gottingen,
onde foi fortemente influen-
ciado pelo trabalho fundaci-
onal de David Hilbert. Em
1899 tornou-se elegivel para
uma catedra, mas sé ob-
teve uma onze anos depois—

Figura A.5: Ernst Zermelo

possivelmente devido a seu comportamento estranho e a “pressa

nervosa.”

Zermelo obteve finalmente uma catedra remunerada na Uni-
versidade de Zurique em 1910, mas foi forcado a se aposentar em
1916 por causa da tuberculose. Depois da recuperacao, foi nome-
ado professor honorario na Universidade de Freiburg em 1921.
Nesse periodo dedicou-se a matematica fundacional. Irritou-se
com os trabalhos de Thoralf Skolem e Kurt Goédel, e criticou
publicamente suas abordagens em seus artigos. Foi demitido do
cargo em Freiburg em 1935, devido a sua impopularidade e a
oposicao a ascensao de Hitler ao poder na Alemanha.



APENDICE A. BIOGRAFIAS 248

Os tltimos anos da vida de Zermelo foram marcados pelo
isolamento. Depois da demissdo em 1935, abandonou a ma-
tematica. Mudou-se para o campo, onde viveu modestamente.
Casou-se em 1944 e ficou completamente dependente da esposa
a medida que ia ficando cego. Zermelo perdeu totalmente a visao
por volta de 1951. Faleceu em Giinterstal, na Alemanha, em 21

de maio de 1953.

Leitura complementar Para uma biografia completa de Zer-
melo, ver Ebbinghaus (2015). Os artigos fundadores de 1904 e
1908 de Zermelo podem ser lidos no alemao original (Zermelo,
1904, 19o8b). As obras reunidas de Zermelo, incluindo os es-
critos sobre fisica, estdo disponiveis em traducao inglesa em Eb-
binghaus et al. (2010); Ebbinghaus and Kanamori (2013).
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Siglas e

abreviaturas

Abreviaturas editoriais e siglas de teorias listadas abaixo. Sim-
bolos formais e convengdes de escrita estdo no capitulo Nota¢do;
vocabulario matematico em prosa, no Glossdrio.

Cf. Conferir (latim confer): indica ao leitor que deve comparar
ou consultar outra passagem.

p-ex.; P.ex. Por exemplo (equivalente do inglés e.g.); Pex. reserva-
se ao inicio de frase.

ca. Circa: por volta de (datas, sobretudo em créditos de ima-
gens).

sse Se ¢ somente se (equivalente do inglés iff / if and only if).
Z Teoria de Zermelo com o axioma de Fundacao.
Z~ Teoria de Zermelo sem o axioma de Fundacgio.

ZF, ZF  'Teoria de Zermelo-Fraenkel; a variante ZF~ dispensa
Fundacio.

ZFC Zermelo—Fraenkel com o Axioma da Escolha.

LT Teoria dos Niveis (Level Theory).
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Zr Extensdo de LT com axiomas de Infinito e Conjunto potén-
cia, na qual todo o conjunto tem posto.

T Letra ou nome curto para uma feoria (conjunto de sentencas)
de primeira ordem com simbolo primitivo €.

HC Hipétese do Continuo.
HGC Hipotese Generalizada do Continuo.

(H)HC Referéncia conjunta a HC ou a HGC quando o racioci-
nio é paralelo.

TS Tarski-Scott: linha de definicao de cardinalidade que evita o
teorema do bom ordenamento (capitulo correspondente).



Notacgado

Simbolos e abreviaturas usados com frequéncia neste volume (in-
cluindo capitulos de pré-requisitos sobre conjuntos, relacdes e
funcdes). Quando o mesmo simbolo tiver mais de um uso, o
contexto (ou a defini¢do na sec¢do indicada) desambigua. Para
vocabulario e noc¢des em prosa, ver o Glossdrio.

Légica e teorias

F Relacdao de dedutibilidade sintatica (“a teoria prova...”).

—, &, 0, A, V Implicacdo, bicondicional, negacdo, conjuncao,
disjuncao.

3, V Quantificadores existencial e universal.

T Letra ou nome curto para uma teoria (conjunto de sentengas)
de primeira ordem com simbolo primitivo €.

Conjuntos, relacées e ordens

0 Conjunto vazio.

€, C, ¢ Pertence a; subconjunto; subconjunto préprio.

U, N, \ Uniao, interseccio, diferenca.
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9(X), p(X) Conjunto poténcia de X.
(a,b), (a1,...,a,) Par ordenado; n-upla ordenada.

{x : ¢(x)} Conjunto dos x que verificam ¢(x) (quando definivel
no contexto).

[alr, A/r Classe de equivaléncia de a; conjunto das classes
em 4.

Id4 Relacdo identidade sobre A4: {(x,x) : x € A}.

R"™, R | § Poténcias e composicao de relagdes (definidas no ca-
pitulo de relacées).

R* Fecho transitivo da relagdo R (unido das poténcias R" com
n > 1). Aten¢do: em algumas passagens sobre ordens, R*
denota R UId, (reflexivagio de uma ordem estrita); o con-
texto distingue.

R* Fecho reflexivo transitivo: R* U Idy (defini¢ao padrao no ca-
pitulo de relagdes).

Funcdes
dom(f) Dominio de f.

Im(f) Imagem de f (neste volume a imagem aparece sob esta
forma).

f I 4 Restricdo de f ao subconjunto 4.

g o f Composi¢ao (aplicar primeiro f, depois g).
XY Conjunto de todas as fungdes de X para Y.
f[A4] Imagem do conjunto 4 por f: {f(x): x € A}.

comp(o) Comprimento de uma sequéncia finita o.
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Numeros habituais

N, Z, Q, R Naturais, inteiros, racionais, reais.

Ordinais e aritmética ordinal

w Primeiro ordinal limite (identificado com os naturais de von
Neumann).

a® Sucessor ordinal de «.

+, - entre ordinais Adi¢do e multiplicacdo ordinais (simbolos
iguais aos da aritmética usual; o contexto distingue).

a®) Exponencia¢io ordinal, quando aparece explicitamente.
ord(4,R) Tipo de ordem da estrutura bem ordenada (4, R).

< Ordem lexicografica restrita (usada em produtos de ordinais
ordenados).

LI Soma ordenada disjunta de ordinais (soma como ordem em
copias disjuntas).

Isub(X) Para X conjunto de ordinais, o menor ordinal estrita-
mente maior que todo o membro de X (no PDF aparece
como lIsub(X), convencio herdada do projeto original em
inglés).

Cardinalidade e equipoténcia
|X| Cardinalidade (tamanho) do conjunto X.
A~ B, A= B, A< B Comparagdo de tamanhos: equipoténcia

(~); nao maior (X); estritamente menor (<), no sentido
dos capitulos sobre cardinalidade.
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A # B, « £ A Negacdo de equipoténcia; e formulag¢des do tipo
“nao existe injecao de um ordinal em A” usadas, por exem-
plo, no lema de Hartogs.

<, 2, ® Ordem e equivaléncia entre cardinais (no sentido intro-
duzido nos capitulos de cardinais).

N, 2o Sucessdes transfinitas de cardinais infinitos (alef e beth).
a, b Letras géticas para designar cardinais.

®, ®, poténcias cardinais Soma, produto e exponenciacio en-
tre cardinais.

k® Sucessor cardinal, quando notado explicitamente.

Hierarquia cumulativa, posto e fecho
V, Estagio de nivel @ na hierarquia cumulativa de conjuntos.

posto(x) Posto do conjunto x: o menor ordinal @ com x C V,
(em inglés costuma dizer-se rank).

ft(x) Fecho transitivo do conjunto x. A abreviatura fi segue as
iniciais de fecho transitivo; em inglés usa-se muitas vezes ¢rcl
(transitive closure).

clos(0) Menor conjunto que contém o e ¢ fechado sob a fungao f
(estruturas de Dedekind, naturais de von Neumann, etc.).

Objetos tipo Frege e cardinalidade
Tarski-Scott

#x ¢(x) Notacdo abreviada para certos objetos definidos a partir
de férmulas (nimero de Hume, extensdes de Frege, con-
forme o contexto).

tsc(4) Cardinalidade no sentido Zarski—Scott de um conjunto 4.
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Geometria e medida (paradoxos da escolha)

S Esfera (contexto de decomposicao paradoxal).

R Grupo de rotacdes usado nas construcoes de Vitali e afins.



Glossario

Este glossario retne termos (palavras e expressdes usadas no
discurso matematico do livro). Os simbolos e as listas formais
de abreviaturas tedricas estdo no capitulo Nota¢do. As entradas
agrupam-se por tema, na ordem de leitura; dentro de cada tema,
vao em ordem alfabética em portugués.

Preladio e motivac¢ao histérica

Continuidade Nocao de “sem saltos” para fun¢oes sobre o con-
tinuo, afinada no século XIX com argumentos do tipo
épsilon-delta e no rigor de Cauchy e Weierstrass; motiva
a necessidade de fundamentos.

Curva (Jordan) Neste livro, mapa continuo de um intervalo
para o plano; contexto para curvas preenchedoras e exem-
plos geométricos “patolégicos”.

Curva preenchedora de espago Mapa continuo que sobrecar-
rega uma dimensao (por exemplo curvas de Peano ou de
Hilbert), desafiando a intuicdo de dimensao e pressionando
a nocao rigorosa de funcao e de conjunto.

Derivada Taxa de variacdo instantanea, desenvolvida primeiro
com ideias de infinitesimal e depois no rigor moderno.
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Diferenciabilidade Propriedade de admitir derivada; contrasta
com continuidade e com exemplos limite discutidos no pre-
ladio.

Funcao No preludio, objeto central do calculo; mais adiante,
tratada conjuntisticamente como relacido funcional ou con-
junto de pares ordenados.

Infinitesimal Quantidade “infinitamente pequena” usada heu-
risticamente antes do rigor moderno; parte da histéria que
leva a formalizacao.

Limite Conceito que articula aproximacdo e continuidade;
peca-chave na crise de rigor do século XIX.

Mitologia da matematica Expressdo do texto para narrativas
simplificadoras ou exageradas sobre descoberta e pro-
gresso; contrapde-se ao estudo histérico sério.

Patologia / patolégico Exemplos que violam intui¢cbes ingé-
nuas (funcoées, curvas, cardinalidades), muitas vezes mo-
tores de novo rigor.

Rigor matematico Padrdes de definicdo e prova que tornam os
resultados auditaveis; o preladio explica parte da pressao
histérica em direcdo a teoria dos conjuntos.

Teoria dos conjuntos Quadro no qual, no fim do livro, se mo-
> )
delam ntimeros, fun¢des e analise; o preludio apresenta
parte das razdes historicas dessa adopcao.

Conjuntos (teoria ingénua)
Colegdo extensional Ideia de que um conjunto fica determi-

nado pelos seus membros, ndo pela maneira de o descrever;
base da extensionalidade.
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Compreensido (principio ingénuo) Principio de formar o con-
junto de todos os objetos que satisfazem uma condi¢ao; sob
a ingenuidade total, conduz ao paradoxo de Russell.

Conjunto Colecio considerada como objeto matematico; na
b
parte ingénua, tratada informalmente antes dos axiomas
restritivos.

Conjunto vazio Conjunto sem elementos; ponto de partida de
muitas construcoes.

Conjunto poténcia Conjunto de todos os subconjuntos de um
conjunto dado; aparece no axioma homoénimo na teoria
formal.

Diferenca de conjuntos Conjunto dos elementos da primeira
parcela que nio pertencem a segunda.

Elemento / membro Objeto que “pertence” a um conjunto; o
texto distingue léxico conforme o original em inglés (ele-
ment | member).

Extensionalidade (ingénua) Principio de que conjuntos com
os mesmos membros sdo iguais; na teoria formal torna-se
o axioma de extensionalidade.

Intersec¢ao Conjunto dos objetos que pertencem simultanea-
mente a todos os conjuntos de uma familia; inclui inter-
seccdo de dois conjuntos e interseccio de uma familia ar-
bitraria.

Par ordenado Objeto que codifica ordem; base para relagdes e

funcdes como conjuntos.

Paradoxo de Russell Contradicdo obtida ao considerar “o con-
junto de todos os conjuntos que niao sdo membros de si
proprios”; motiva a teoria axiomatica.

Parte propria Subconjunto estrito; usado na definicdo de infi-
nito de Dedekind.
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Produto cartesiano Conjunto de todos os pares ordenados cu-
jas primeiras componentes vém de um conjunto e as segun-
das de outro (e generalizacdes).

Subconjunto Conjunto cujos membros sdo todos membros de
outro; subconjunto préprio se, além disso, falta pelo menos
um membro do conjunto maior.

Tupla Generalizacdo de par ordenado para varias componentes;
usada em aritmetizacdo e em estruturas ordenadas.

Unido Conjunto dos membros dos membros de uma familia; in-
clui unido de dois conjuntos e unido de uma familia arbi-
traria.

Unido disjunta Construcdo que “etiqueta” cépias disjuntas de
conjuntos; usada em ordinais e cardinalidade para somas
ordenadas.

Relagdes e ordens (teoria ingénua)

Anti-simetria Se dois elementos se relacionam mutuamente, en-
tdo sdo iguais; tipica de ordens parciais reflexivas.

Assimetria Nunca dois elementos distintos se relacionam mu-
tuamente nos dois sentidos; tipica de ordens estritas.

Classe de equivaléncia Conjunto dos elementos relacionados a
um dado membro por uma relagao de equivaléncia.

Conexa (relagdo) Para quaisquer dois elementos distintos, um
relaciona-se com o outro num dos sentidos (ordem total).

Divisibilidade Exemplo de ordem parcial sobre os inteiros; ilus-
tra relacoes nao lineares.

Equivaléncia (relagao) Relacdo reflexiva, simétrica e transi-
tiva; particiona o dominio em classes.
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Fecho reflexivo Acrescentar a relacdo todos os pares na diago-
nal (cada elemento relacionado consigo); atencao a sobre-
carga do simbolo de fecho transitivo noutros capitulos.

Fecho reflexivo transitivo Menor relacdo reflexiva e transitiva
que contém a relacdao dada; no capitulo de operacdes apa-
rece construida a partir do fecho transitivo e da diagonal.

Fecho transitivo (relagdo) Menor relacdo transitiva que con-
tém a relacdo dada, obtida como unido das poténcias ite-
radas da relacdo.

Identidade (relagao) Relacio que relaciona cada elemento
apenas consigo, sobre um conjunto dado.

Irreflexividade Nenhum elemento se relaciona consigo.

Ordem estrita Relacdo irreflexiva e transitiva (e, em geral, as-
simétrica); contrapde-se a ordem reflexiva.

Ordem linear / total Ordem parcial conexa: quaisquer dois
elementos sdo comparaveis.

Ordem parcial Relagao reflexiva, anti-simétrica e transitiva.

Pré-ordem Relagio reflexiva e transitiva (ndo exige anti-
simetria).

Quociente Conjunto de classes de equivaléncia sob uma relagao
de equivaléncia.

Reflexividade Todo elemento relaciona-se consigo.

Relagdo binaria Subconjunto de um produto cartesiano; base
para ordens, equivaléncias e fungdes.

Relagdao inversa Relacdo obtida invertendo a ordem dos pares.

Restrigdo (relagdo) Relacdo obtida considerando apenas ele-
mentos de um subconjunto do dominio.
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Simetria Se um elemento relaciona-se com outro, o segundo
relaciona-se com o primeiro.

Transitividade Se o primeiro relaciona-se com o segundo e o
segundo com o terceiro, entdo o primeiro relaciona-se com
o terceiro.

Funcgdes (teoria ingénua)

Aplicacio Termo usado quando o original distingue application
de map; designa o valor ou o acto de aplicar uma fun¢ao a
um argumento.

Bijecao Funcdo simultaneamente injetiva e sobrejetiva; admite
inversa bilateral.

Composicao de fung¢des Aplicar primeiro uma funcao e depois
outra; exige compatibilidade entre imagem da primeira e
dominio da segunda.

Contradominio Conjunto onde a funcdo toma valores declara-
dos; pode ser estritamente maior que a imagem.

Dominio Conjunto de argumentos para os quais a funcao esta
definida.

Extensionalidade (fung¢des) Duas funcées com o mesmo do-
minio e os mesmos valores ponto a ponto sao iguais.

Fung¢do Relacdo em que cada argumento do dominio tem exac-
tamente um valor; identificada com o seu grafico.

Grifico (de fungdao) Conjunto de pares argumento-valor; iden-
tifica a funcdo com uma relacao binaria especial.

Imagem Conjunto dos valores que a fun¢ao toma no seu domi-
nio.
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Injecao Funcdo que nunca envia dois argumentos distintos para
o mesmo valor.

Inversa Funcio que reverte outra; existéncia global equivalente
a bijecao, ou uso de inversas a esquerda ou a direita.

Mapa / mapeamento Sinonimos estaveis de map / mapping no
original; designam funcao.

Relacao funcional Relacdo em que cada elemento do dominio
tem exactamente um sucessor pela relacao.

Restri¢io (func¢do) Funcgio obtida limitando o dominio a um
subconjunto, mantendo os mesmos valores.

Sobrejecao Funcio cuja imagem coincide com o contradominio
declarado.

Valor Objeto associado a um argumento pela funcio.

Cardinalidade ingénua

Cardinalidade (informal) “Tamanho” de um conjunto, refi-
nado depois por equipoténcia e pela teoria dos cardinais.

Confinito Conjunto equipotente a um subconjunto préprio de
si; na presenca dos axiomas usuais, alinha-se com o infinito
de Dedekind.

Diagonalizagdo Argumento que constréi um objecto diferindo
de cada linha de uma lista (Cantor, conjunto poténcia dos
naturais, sequéncias binarias).

Enumeravel Equipotente ao conjunto dos naturais ou a um seg-
mento inicial finito; no texto ingénuo, também caracteri-
zado por inje¢do nos naturais.

Enumeracgdo Lista ou bijecdo que organiza todos os membros
de um conjunto com indices naturais.
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Equipoténcia Relacdo entre dois conjuntos quando existe bije-
¢ao de um para o outro; “mesmo tamanho” em sentido
conjuntista.

Nao enumeradvel Conjunto que ndo é enumeravel; exemplo pa-
radigmatico no livro: o conjunto poténcia dos naturais.

Reducdo (enumerabilidade) Provar nio enumerabilidade
transportando a dificuldade a partir de outro conjunto
ja conhecido por ndo enumeravel.

Teorema de Cantor Para qualquer conjunto, o seu conjunto po-
téncia tem cardinalidade estritamente maior; nio existe so-
brejecao do conjunto para o seu conjunto poténcia.

Teorema de Schréoder—Bernstein Se cada um de dois conjun-
tos injeta no outro, entdo sao equipotentes; a prova com-
pleta é adiada até a teoria dos cardinais.

Aritmetizac¢ao e constru¢cao dos nimeros

Construciao de Cauchy Reais como classes de equivaléncia de
sequéncias de Cauchy de racionais.

Cortes de Dedekind Parti¢des dos racionais em dois conjuntos
que modelam a completude da recta real.

Inteiros Construidos a partir dos naturais por equivaléncia em
pares (diferencas formais).

Racionais Construidos como classes de equivaléncia de pares
de inteiros (frac¢oes formais).

Reais Construidos por cortes de Dedekind ou por Cauchy; com-
pletam a cadeia natural dos sistemas numéricos no livro.

Sucessor aritmético Operacdo que gera o “proximo” natural
na estrutura deduzida dos axiomas de Peano codificados
em teoria dos conjuntos.
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Infinito, naturais e inducao

Algebra de Dedekind Estrutura com sucessor injectivo, ele-
mento inicial fora da imagem do sucessor e principio da
indu¢ao; modelo para os naturais.

Fecho indutivo Menor conjunto que contém um gerador e é fe-
chado sob uma opera¢ao; no tratamento de von Neumann
coincide com o conjunto dos naturais.

Induc¢io matematica Principio que permite provar proprieda-
des para todos os naturais a partir do caso inicial e do
passo indutivo.

Infinito de Dedekind Conjunto equipotente a uma parte pro-
pria de si; caracterizacdo do infinito antes do desenvolvi-
mento completo da hierarquia ordinal.

Numeros naturais No von Neumann, o conjunto dos ordinais
finitos; base para a aritmetiza¢ao no livro.

Recursio Método para definir fun¢des nos naturais (e generali-
zagoes) especificando valor inicial e passo iterativo.

Sucessor (von Neumann) Operacdo conjuntista que gera o
proximo estagio a partir de um conjunto; usada na cons-
trucdo dos naturais e dos ordinais.

Concepcao iterativa, paradoxos e filosofia

Compreensdo impredicativa Definicio de um objeto por refe-
réncia a uma totalidade que inclui o préprio objeto; tema
na critica predicativista.

Concepgao iterativa Visio de que os conjuntos sado formados
estagio a estagio, em contraste com a “totalidade” ingénua.

Extensionalidade (justificagao) Motivacao filoséfica para
identificar conjuntos pela coincidéncia de membros.
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Grundgesetze Obra de Frege; sistema em que a compreensao ir-
restrita conduz a contradicao.

Paradoxo de Russell (revisitado) Retorno ao paradoxo apés
a narrativa axiomatica; liga ingenuidade, classes e diago-
nalizacao.

Predicatividade Restricdo a definicdes que ndo quantificam so-
bre totais “maiores” que o objeto definido.

Urelemento Objecto sem membros que ndo é o conjunto vazio;
discutido como opcional face a teoria pura de conjuntos.

Axiomas e fragmentos de teoria

Axioma da escolha Existéncia de fun¢do de escolha para fa-
milias de conjuntos nido vazios; caracteriza a teoria com
escolha face a sem escolha.

Axioma da extensionalidade Conjuntos com os mesmos
membros sdo iguais.

Axioma da fundamenta¢io Cada conjunto ndo vazio tem um
membro disjunto dele; evita ciclos de pertenca e patologias
associadas.

Axioma da regularidade Formulac¢ao equivalente a fundamen-
tacdo no desenvolvimento do livro (equivaléncia demons-
trada médulo o fragmento adequado da teoria).

Axioma da unido Para qualquer conjunto, existe a unido dos
seus membros.

Axioma do conjunto poténcia Para qualquer conjunto, existe
o conjunto de todos os seus subconjuntos.

Axioma do infinito Afirma a existéncia de um conjunto indu-
tivo adequado para fundar os naturais de von Neumann.
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Axioma dos pares Para quaisquer dois objectos, existe o par
(ndo ordenado) formado por eles.

Esquema de separacdo Para cada propriedade definivel, o sub-
conjunto dos membros de um conjunto dado que a verifi-
cam € conjunto; restringe a compreensao.

Esquema de substituicio A imagem de um conjunto por uma
relacdo funcional definivel é conjunto; distingue a forca de
Zermelo-Traenkel da de Zermelo puro.

Teoria de Zermelo-Fraenkel Teoria de primeira ordem com
predicado de pertenca, axiomas de Zermelo e substitui¢ao;
variantes sem escolha ou com escolha aparecem no texto.

Teoria de Zermelo Fragmento com os axiomas de Zermelo
(sem substituicdo, conforme o enquadramento do livro).

Teoria dos Niveis Teoria mais fraca baseada na ideia de “ni-
veis”; relacionada com Zermelo—Fraenkel e com extensoes
discutidas na parte de substituicao.

Extensdao Zr Teoria obtida acrescentando axiomas fortes a Teo-
ria dos Niveis; no texto, todo conjunto tem posto e a teoria
supera Zermelo puro.

Ordinais

Boa ordenacdo Ordem linear em que todo subconjunto nao va-
zio tem minimo; em certos contextos, equivalente a princi-
pios de escolha.

Inducdo transfinita Generalizacdao da inducdo para ordinais ar-
bitrarios; ferramenta central em provas sobre a hierarquia
e sobre postos.

Limite (ordinal) Ordinal ndo zero que nao é sucessor; acumula
todos os ordinais menores.
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Ordinal No sentido de von Neumann: conjunto transitivo bem
ordenado pela pertenca.

Ordinal inicial Menor ordinal de uma dada cardinalidade infi-
nita; liga cardinais a ordinais escolhidos canonicamente.

Ordem bem ordenada Estrutura ordenada isomorfa a um or-
dinal, ou, equivalentemente, estritamente bem fundamen-
tada na ordem.

Representaciao ordinal Todo bem ordenamento é isomorfo a
um unico ordinal.

Segmento inicial Subconjunto fechado para predecessores na
ordem; usado em isomorfismos de ordens.

Sucessor ordinal Proximo estdgio ap6s um ordinal dado na
constru¢dao de von Neumann.

Transitivo (conjunto) Se um membro pertence a um membro
do conjunto, entdo pertence ao préprio conjunto; proprie-
dade dos ordinais e dos estagios da hierarquia.

Hierarquia cumulativa, posto e fundacao

Estagio da hierarquia Nivel indexado por um ordinal na hie-
rarquia cumulativa; conjunto de tudo o que aparece “antes”
desse ordinal.

Fecho transitivo (conjunto) Menor conjunto transitivo que
contém um conjunto dado; no volume, o texto adopta uma
abreviatura consagrada na lista de notacao.

Hierarquia cumulativa Familia de estagios indexada pelos or-
dinais, acumulando conjuntos estagio a estdgio; modelo
formal da concepcao iterativa.

Posto Menor ordinal « tal que o conjunto dado é subconjunto do
estagio @ da hierarquia; mede profundidade na cumulativa.
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Recursao na hierarquia Defini¢bes e provas por inducdo nos
ordinais ou nos estagios da hierarquia.

Substituicao e limitacio de tamanho

Limitacdo de tamanho Principio que impede a formacao de
“conjuntos demasiado grandes” sem critério; contrapde-se
a compreensao irrestrita.

Reflexao (metatema) To6picos sobre o que a linguagem de pri-
meira ordem consegue exprimir sobre a hierarquia vista
como totalidade.

Aritmética ordinal

Adicao ordinal Operacao que “cola” duas boas ordenagdes; em
geral ndo comutativa.

Exponencia¢ao ordinal Potenciacdo transfinita baseada na
multiplicacdo ordinal; distinta da exponencia¢ao cardinal.

Multiplicagdo ordinal Repeticio ordenada de uma boa orde-
nacao; liga-se a produtos lexicograficos.

Ordem lexicogrifica Ordem em produtos que compara pri-
meiro numa coordenada e depois noutra; usada na arit-
meética ordinal.

Cardinais e comparabilidade

Cardinal No livro, sobretudo como ordinal inicial ou como ob-
jeto que codifica o “tamanho” de um conjunto; as sucessoes
alef e beth dos infinitos aparecem na parte final.

Cardinal inicial Ver Ordinal inicial; identifica um cardinal infi-
nito com o menor ordinal da sua cardinalidade.
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Comparabilidade de cardinais Rela¢des de nio maior, estrita-
mente menor e equipoténcia entre tamanhos; sem Axioma
da Escolha, a comparabilidade falha em geral.

Hartogs (ordinal de) Menor ordinal que nao se injeta num con-
junto dado; ferramenta para comparar tamanhos sem esco-
lha global.

Tipo de ordem Ordinal associado a um bem ordenamento,
unico a menos de isomorfismo.

Aritmética cardinal e hip6teses do continuo

Aritmética cardinal Operagdes de soma, produto e poténcia
entre cardinais; leis distintas da aritmética ordinal.

Cofinalidade Menor ordinal que serve de dominio para uma
funcdo com imagem ilimitada num cardinal dado; usada
em limitacdes de cardinalidade.

Continuo Cardinalidade da recta real; no desenvolvimento clas-
sico, identifica-se com a poténcia do conjunto dos naturais.

Hipoétese do Continuo Nao existe cardinal estritamente entre
o dos naturais e o do continuo; independente da teoria
usual com escolha.

Hipoétese Generalizada do Continuo Identificacdo, para todo
ordinal, das duas sucessdes canénicas dos infinitos que o
livro nota com alef e beth; implica a Hipétese do Continuo.

Independéncia da hipétese do continuo Resultado de que
nem a hipétese nem a sua negacdo se demonstram s6 com
os axiomas habituais; o livro resume o panorama (Godel,
Cohen e posteriores).

Ponto fixo de alef ou de beth Cardinal que coincide com o
termo indexado pela prépria cardinal na sucessao alef ou
beth; existéncia por argumentos de limite.
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Sucessor cardinal Menor cardinal estritamente maior que um
cardinal dado.

Escolha e principios fracos

Axioma da boa ordenac¢io Todo conjunto pode ser bem orde-
nado por alguma relagao; no livro figura na enumeracao da
teoria com escolha e é equivalente ao Axioma da Escolha.

Conjunto nido mensuravel Subconjunto da recta real sem me-
dida de Lebesgue compativel com a invaridncia por trans-
lacdo; construcio associada a escolhas (Vitali).

Decomposi¢do paradoxal Constru¢bes que decompdem soli-
dos e recompdem por isometrias, possiveis com o Axioma
da Escolha (contexto Banach-Tarski).

Escolha enumeravel Principio que afirma escolha apenas para
familias enumeraveis de conjuntos nao vazios; capitulo de-
dicado.

Escolha (no¢ao) Uso frequente do texto para designar o Axi-
oma da Escolha quando se trabalha na teoria com escolha.

Funcgao de escolha Associa a cada membro de uma familia de
conjuntos nao vazios um elemento desse membro; a exis-
téncia global para toda familia é o Axioma da Escolha.

Teorema da boa ordenac¢ao Todo conjunto admite uma boa
ordenacdo; equivalente ao Axioma da Escolha no trata-
mento classico.

Cardinalidade no sentido de Tarski e Scott

Cardinalidade Tarski-Scott No¢ao de “tamanho” que dis-
pensa o teorema da boa ordenacao; permite falar de cardi-
nalidade sem assumir o Axioma da Escolha.
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Numero de Hume Abstrac¢do de cardinalidade por equinume-
rosidade, no enquadramento filoséfico do texto.

Extensdao de Frege Objeto abstrato associado a uma condigao;
contexto histérico e 16gico ligado a paradoxos e a alterna-
tivas conjuntistas.
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para informacdes adicionais.
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